Kiinzer Wintersemester 2024 /25

Differentialgeometrie fiir Geoddten
Losung 8

Hausaufgaben

Hausaufgabe 15
Sei, wie in Platzaufgaben 12, 14 und Hausaufgabe 13,

SES

<I>:]R2—>R3:(§f)r—><b(u,v):(v>.

[

(a) Man bestimme an jeder Stelle die Weingarten-Matrix W.

(b) Man bestimme an jeder Stelle die Hauptkriimmungsvektoren, die Hauptkriimmungen und
die mittlere Kriimmung K el -

(c) An der Stelle (Z) = (8) parametrisiere man fiir jeden Hauptkriimmungsvektor jeweils
einen zugehorigen Normalschnitt. Man bestimme die Hauptkriimmungen abermals, nun
unter Verwendung dieser Normalschnitte.

Lésung.
(a) Aus Hausaufgabe 13 entnehmen wir

(EF) _ (1 0 >
FG) — 0 1+40?
(]\[//[]‘1\47) = (1+4i2)1/2 (8(2)) .
Die Weingarten-Matrix wird also
W= (67 (5N = (6 arator) - e (09) = ey (69)

(b) Hauptkriimmungsvektoren, also Eigenvektoren der Diagonalmatrix W, sind w; := ((1)) und
Wy = (?)
Die Hauptkriimmung zu w; = ((1)), also der zugehorige Eigenwert, ist Ay = 0.

2

Die Hauptkriimmung zu wy = ((1)), also der zugehorige Eigenwert, ist Ay = REvErel

Es wird Kmitia = 5(M + A2) = m'

(c) Sei nun die Stelle (Z) = (8) betrachtet. Dort ist w; = (é) mit A; = 0, sowie wy = ((1)) mit
Ay = 2.

1. Wir betrachten den Hauptkriimmungsvektor w; = ((1))
Wir schneiden die von ® parametrisierte Fliache mit der Ebene x5 = 0.

Die Schnittkurve parametrisieren wir wie folgt. Sei c(t) = (§) fiir ¢ € R. Dann ist /(¢) = () =
wy , wie verlangt.



Es wird C(t) = ®(c(t)) = (é), was in der Tat in der Ebene o = 0 liegt, wie verlangt.

Wir berechnen die Hauptkriitmmung direkt, via C(¢). Es wird C'(t) = (é) und C"(t) = <§>.
Also ist k() = WW’@ x C"(t)| = 0.

Fiir ¢ = 0 ist ¢(0) = () die betrachtete Stelle.

Es ist k(0) = 0. Es ist also auch x(0) - cos(v) = 0, egal, wie n(t) gerichtet ist - wofiir man hier
in der Ebene x5 = 0 zwei Wahlmoglichkeiten hat, ndmlich n(t) = (ﬁ).
Somit ist k(0) - cos(v) =0 = \;.

2. Wir betrachten den Hauptkriimmungsvektor ((1))

Wir schneiden die von ® parametrisierte Fliache mit der Ebene x; = 0.

Die Schnittkurve parametrisieren wir wie folgt. Sei c(t) = () fiir t € R. Dann ist /() = (1) =
wy , wie verlangt.

0
Es wird C(t) = ®(c(t)) = (;2), was in der Tat in der Ebene z; = 0 liegt, wie verlangt.

Wir berechnen die Hauptkriimmung direkt, via C(t). Es wird C'(t) = (i) und C"(t) = <§>'
Also ist

_ 1 / " o 1 0 0 o 1 2 _ 2
K(0) = glC 0 x 0] = il (1) % (8)1 = el (1) = e

Fiir ¢ = 0 ist ¢(0) = () die betrachtete Stelle.
Es ist x(0) = 2.

. 1 0 0 . 0
Es ist n(u,v) = &, x &, = (0) X ( 1) = <f2v>. Also ist n(0,0) = <0>.
0 1 1

2v

Bs ist n(t) = koo ((C/(0|C(1)C7 (1) — (C'(8)|C7(D))C(1))- Also ist

n0) = et (COIC0)0(0) — (C(0)|C(0)C(0)
- 200 ()

Also ist der von n(0,0) und n(0) eingeschlossene Winkel gleich v = 0. Somit ist cos(v) = +1.
Somit ist x(0) - cos(v) =2 = Ag.



Noch eine Graphik (nicht verlangt):

2 I ' b —hxd

In griin der Normalschnitt zu w; und A\; = 0. In rot der Normalschnitt zu wy und Ay = 2. In
blau der Vektor n senkrecht zur Flache.



Hausaufgabe 16 Sei, wie in Hausaufgaben 6, 8, 11,
O R o R () o D(uv) = () .

(a) Man bestimme an jeder Stelle die Weingarten-Matrix W.

(b) Man bestimme an jeder Stelle die Hauptkriimmungsvektoren, die Hauptkriitmmungen und
die mittlere Kriimmung Kel -

(c) An der Stelle (fj) = (8) parametrisiere man fiir jeden Hauptkriimmungsvektor jeweils
einen zugehorigen Normalschnitt. Man bestimme die Hauptkriimmungen abermals, nun
unter Verwendung dieser Normalschnitte.

Lésung.
(a) Aus Hausaufgabe 6 entnehmen wir

Aus Hausaufgabe 11 entnehmen wir
hithi2) _ 1 (0 1)
ha1 ha22 1+u24+0v2 \10) -

Also ist

L M hi1 hiz 1 01
g _F2 . _ - - @
(MN) = \EG-F (h21 h22> (1+u2+v2)1/2 (10)
Die Weingarten-Matrix wird also

_ (EFN7! (LM

W = (ra) ()
_ 1 1+u? —uv \ | 1 (0 1)
T 142402 \ —uv 1402 (1+u2+02)1/2 \10

_ 1 —uv 14u?
T (14u2402)3/2 1+v2 —ww :

(b) Wir betrachten die Hilfsmatrix A := ( o 1*“2>.

1402 —wv
Es wird

xa(A) = det (]ﬁ’;)‘fﬁi) = (M2 uv+u®e?) - (1+u? v +u?e?) = N2 uv—(1+u+0?) .

Die Eigenwerte sind

= —uv +VuRe + 1 Fu2+02 = —uv+ /(1 +u2)(1+0?)

und

py = —uv — Vut? +1+u2+02 = —uv — /(14 u2)(1+ v2) .
Also sind die Hauptkriimmungen

1  —uvty/(1+u?)(1402)
(1f+u2+v2)3/2 Hi = (14+u2+v2)3/2

)\1:




und
—uv—q/ (14+u2)(1+v2?)

_ 1 _
)\2 T (14u2402)3/2 M2 = (1+u2+02)3/2
Somit ist
Kuitel = 5(\+A2) = Grmteys -

Ein Eigenvektor zu A; von W kann als Eigenvektor zu p; von A berechnet werden. Nun ist die
Matrix

(—uv—;ﬂ 1+u? > . —v/ (1+u2)(1+02) 1+u?
1402 —wv—py ) 1402 —+/ (1+u2)(1402)
nicht von vollem Rang. Die Zeilen sind also linear abhingig. Bei der Losung des zugehorigen

homogenen LGS kann also die zweite Zeile ignoriert werden. Die erste Zeile kann nach Division
durch v/1 + u? noch umgeformt werden zu

(Vi Vime) .

Wir bekommen den Hauptkriimmungsvektor

Ein Eigenvektor zu Ay von W kann als Eigenvektor zu py von A berechnet werden. Nun ist die

Matrix
<—uv—u2 14u? ) _ (14+u2)(1+v2) 14u?
1402 —wv—pa ) 1402 (14u?)(1+v2?)
nicht von vollem Rang. Die Zeilen sind also linear abhéngig. Bei der Losung des zugehorigen

homogenen LGS kann also die zweite Zeile ignoriert werden. Die erste Zeile kann nach Division
durch v/1 + u? noch umgeformt werden zu

(Vire Vi)

Wir bekommen den Hauptkriimmungsvektor

(c) Sei nun die Stelle () = () betrachtet.

Dort ist w; = (%) mit A\ = 1, sowie wy = (j) mit Ay = —1.
0

Es ist n(u,v) = &, x &, = (é) X (1> = (izli) Also ist n(0,0) = (%).

u

1. Wir betrachten den Hauptkriimmungsvektor w; = (%)

Wir schneiden die von ® parametrisierte Fliche mit der Ebene z1 = 5.

Die Schnittkurve parametrisieren wir wie folgt. Sei ¢(t) = () fiir t € R. Dann ist /() = (1) =
wy , wie verlangt.

t
Es wird C(t) = ®(c(t)) = (;2), was in der Tat in der Ebene z; = x5 liegt, wie verlangt.



Wir berechnen die Hauptkrimmung direkt, via C(t). Es wird C'(t) = (i) und C"(t) = (§).
Also ist

B 1 , 9 B 1 1 0 B 1 2 B 1
K(0) = g lC0) x 0] = gl (4) % (3) | = el (2) 1 = amyr

Fiir ¢ = 0 ist ¢(0) = () die betrachtete Stelle.
Es ist k(0) = 1.
Es ist n(t)

= sometiee (COIC)C(E) — (CWHIC"(1)C'(1). Also ist

n0) = warertaree (COIC0)C(0) — (C'(0)[C"(0))C'(0))

(
- e () -0 (0)
- ).

Also ist der von n(0,0) und n(0) eingeschlossene Winkel gleich v = 0. Somit ist cos(v) = +1.
Somit ist x(0) - cos(v) =1 = A;.

2. Wir betrachten den Hauptkriimmungsvektor wy = (,i)

Wir schneiden die von ® parametrisierte Fliache mit der Ebene 1 = —x5.

Die Schnittkurve parametrisieren wir wie folgt. Sei ¢(t) = (_;) fiir ¢ € R. Dann ist ¢/(t) =
(_%) = wy , wie verlangt.

¢
Es wird C(t) = ®(c(t)) = (;g), was in der Tat in der Ebene z; = —x, liegt, wie verlangt.

Wir berechnen die Hauptkriitmmung direkt, via C(t). Es wird C'(t) = ( _12115) und C”(t) = (é) :
Also ist

. 1 ! 1" o 1 _1 0 - 1 2 . 1
wt) = el 00 x O = G| (—21t> 8 <—3)| = G| <3>’ T (12,3

Fiir ¢ = 0 ist ¢(0) = () die betrachtete Stelle.
Es ist (0) = 1.
Es ist n(t)

(C"(1)|C'(2))C"(t) — (C"(1)|C"(t))C'(t)). Also ist

_ 1
—lormxer @)1

n0) = warerares (€ OIC0)C"(0) — (C'(0)[C"(0))C'(0))

1

= wwe () -0 (1)

- (1)

Also ist der von n(0,0) und n(0) eingeschlossene Winkel gleich v = 7. Somit ist cos(v) = —1.
Somit ist £(0) - cos(v) = —1 = Ay



Noch eine Graphik (nicht verlangt):

In griin der Normalschnitt zu w; und Ay = 1. In rot der Normalschnitt zu wy, und Ay = —1. In
blau der Vektor n senkrecht zur Fléche.
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