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Mit dem Kiirzel “A” beziehen wir uns auf Kimmerle-Stroppel, “Analysis”.

So z.B. meinen wir mit A 3.5 den Abschnitt §3.5 in diesem Buch.

Mit dem Kiirzel “L” beziehen wir uns auf Kimmerle-Stroppel, “Lineare Algebra”.

So z.B. meinen wir mit L 2.10.3.4 die Aussage 2.10.3.4 in diesem Buch.

Dank geht an Natalia Asiki fiir das Anfertigen von Skizzen und bewegten Bildern.



1. Integration von Funktionen in zwei Variablen



Wir betrachten ein beschranktes Rechteck

B :{@) €R?|a<z<b, c<y<d}CIR? und eine beschriankte
Funktion f: B — R.

Gesucht ist das Volumen der Sdule im Raum mit Grundfliche B, die
die Flache z = f(z, y) als Deckel hat. Dabei werden Volumina
unterhalb der z-y-Ebene negativ gezahlt.

Wir gehen vor wie bei der Berechnung der Flache unter dem Graphen
einer Funktion von einer Variablen; vgl. Analysis 3.5 — kurz: A 3.5.
Wir zerlegen die Intervalle [a, b] und [c, d] in m bzw. n Teilintervalle
und erhalten eine Partition P von B in Teilrechtecke Bji, wobei
1<7<mund 1<k < n.



Wir setzen

Ly =inf{f(z,y)|(}) € By}
Sy =sup{f(e,y) | (§) € By
F(Bj;) = Flacheninhalt des Rechtecks By

Der Rauminhalt der Sdule mit Grundfliche B, der nach oben durch
die Flache z = f(z, y) begrenzt wird, liegt zwischen

m n
SUPY =) ) hu FiBy
7=1k=1

und

m n
=) D Sk F(B

7=1 k=1



1.1.1. Definition.

Fiir jede beschrankte Funktion f: B — R setzen wir
S := sup {§(f, P) ‘ P Partition von B}

5 inf {S‘(f, P) ‘ P Partition von B}

Man nennt f Riemann-integrierbar, wenn S = S gilt. In diesem Fall
heifit der Wert S das Gebietsintegral (oder Riemann-Integral) von f
iiber B.

Das Gebietsintegral ist eine reelle Zahl.

Man schreibt dann auch

“Bf(:r,y)dm dy

fiir diesen Wert.



Ahnlich wie bei der mehrdimensionalen Differentialrechnung kann man
die konkrete Berechnung von Gebietsintegralen haufig auf die
Berechnung eindimensionaler Integrale zuriickfiihren.



1.1.2. Satz von Fubini.

Wir setzen voraus, dass die Funktion f : B — R stetig ist.
Fiir jedes feste z € [a, b] ist dann y — f(z,y) eine stetige Funktion
von [c, d] nach IR, und folglich existiert das (eindimensionale) Integral

d
F(z) ;:J flz,y)dy.

C

Die Funktion F':[a, b] — R ist dann ebenfalls stetig (also auch
integrierbar), und es gilt

[ stemdeay - Jb Flo)ds = Jb <ij(z, ) dy> .



Bei diesem Prozess kann man auch die Rollen von z und y
vertauschen, also fiir festes y € [c, d] das Integral

b
Gly) :=J f(z,y)de

a

bilden, das wieder stetig von y abhangt; dann gilt auch

”Bf(m’ yldzdy = Jd G(y)dy = Jd <J:f(m, v) da:> dy.



1.1.3. Beispiel.

Wir betrachten die Funktion f:IR? — R mit f(z,y) = z?> + ¥ und den
Bereich B = [1,4] x [2, 3]. Es gilt

3 /[ 4
|| fedeey - (J (:c2+y)da:> dy
B J2 \J1

r3 1 =4

= —:c3+ym] dy
J2 3 =1l

= n3(1 64-1—4) (1-1— )d

= ), \3 Yy 3 Yy dy
"3

= 21 +3ydy
U2
[ 3 ,]¥=° 57
L 2 y=2 2

3
J (22 + y) dy) dz wirklich das gleiche?



Dazu rechnen wir

=1
64 1 5 57
== - 10) — [ = - = —
( 3" ) (3 * 2) 2

Also stimmen die Ergebnisse tatsachlich tiberein.



Fiir eine beliebige kompakte (d.h. abgeschlossene und beschrankte)
Teilmenge D € R? und eine beschrinkte Funktion f : D — IR wihlen
wir ein Rechteck B mit D € B und definieren eine Funktion

xpf : B — R durch

flz,y) falls (5) €D

XDf(mxy) = =
0 falls () € B~ D.

(In der Regel ist xpf unstetig, auch wenn f stetig ist.)
Ist xpf integrierbar, so nennt man f iiber D integrierbar und schreibt

JJDf(fL‘, y)dzdy = JJB xpf(z,y)dzdy.

Man kann zeigen, dass der Wert dieses Integrals unabhédngig von B ist.
Es erhebt sich die Frage, wie man feststellt, ob eine Funktion f iiber
einen Bereich D integrierbar ist, und wie man gegebenenfalls das
Integral berechnet.



1.3. Integration iiber Normalbereiche

1.3.1. Definition.

@ Fir zwei stetige Funktionen g, h: [a, b] — R mit g(z) < h(z) fiir
alle z € [a, b] heifit

D={(;) eR*la<z <0, g(z) Sy < h())

Normalbereich beziiglich der z-Achse.

@ Fir zwei stetige Funktionen g, h: [c,d] — R mit g(y) < h(y) fir
alle y € [c, d] heiRt

D={(})eR|cSy=<d, g(y) Sz < h(y))

Normalbereich beziiglich der y-Achse.



1.3.2. Bemerkung.

Ist ein zusammenhingender Bereich D C IR? ein Normalbereich
beziiglich der z-Achse, dann ist der Schnitt von D mit jeder
Parallelen zur y-Achse ein Intervall auf dieser Parallelen. Die
Endpunkte dieses Intervalls sind durch g(z) bzw. h(z) gegeben. D ist
also eine Vereinigung von Intervallen, deren Anfangs- und Endpunkte
von z abhingen.

Die analoge Beschreibung gilt auch fiir Normalbereiche langs der
y-Achse, mit z und y vertauscht.

1.3.3. Beispiel.

Kreise sind Normalbereiche langs beider Achsen:



Der Kreis mit Mittelpunkt (g) € R? und Radius 7 > 0 wird
beschrieben durch

K={(}) eR|(e—a)’+(y—b)? <r?).

Der Wert von z liegt zwischen a — r und a + r. Um fiir festes z die
erlaubten Werte fiir y zu erhalten, 16sen wir die Kreisgleichung nach y

auf und erhalten: (y—b)? =r2—(z—a)?

y—>b =+/r?—(z—a)?
Y =bx+/r2—(z—a)

Also ist K gleich der Menge

{(2) ER?|a—r<z<atr,b—/r2—(z—a)?2 <y < b+y/r2— (2 — a)?),

und dies ist eine Beschreibung als Normalbereich in z-Richtung.
Analog ist K auch gleich

((3) eRIb-r Sy <binay/ri—(y— b2 Sz <aty/r—(y- b,

und dies ist eine Beschreibung als Normalbereich in y-Richtung.



1.3.4. Satz.

Eine stetige Funktion f: D — R auf einem Normalbereich D C IR?
1st integrierbar, und es gilt:

”Df(w,y)dwdyzﬁ (

falls D ewn Normalbereich beziglich der z-Achse wie in 1.3.1.1 1st;

sowie P
”Df(m,y)dzdy :Jc <J ’ f(:c,y)dfc> dy

9(y)
falls D ein Normalbereich beztiglich der y-Achse wie tn 1.3.1.2 1st.

h(z)
J f(x,y)dy> de

g(z)



Bei der Integration iiber Normalbereiche kann man die
Integrationsreihenfolge nicht ohne weiteres vertauschen, da im
“inneren” Integral die Integrationsgrenzen variabel sind. Die
Integrationsgrenzen des “dufieren” Integrals miissen reelle Zahlen sein.

Um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen, ist man darauf
angewiesen, zunadchst den Integrationsbereich als Normalbereich
beziiglich der anderen Achse schreiben zu konnen. Das geht aber nicht
immer.



1.3.5. Beispiel.

Wir betrachten die Funktion f :IR?> — R mit f(z,y) = z2 + v und den
Bereich D ={(§) €R?|-1<z<1, 0<y<1—2?. Diesistein
Normalbereich beziiglich der z-Achse mit a = —1,b =1, g(z) =0 und

h(z) =1—z2. Es gilt

”Df(x,y)dw dy

rl
J—1

Jl_x (2 + y) dy) dz

y=1—z2
Ty + —yz] dz




Der Bereich D ist auch ein Normalbereich beziiglich der y-Achse:

D :{(z) eER?|0Sy<1, —/T—y<z</T—y}. Also gilt auch

J flz,y)dzdy

~1D 1-y
= (J (22 +y) dm) dy
uO — lfy

S z=y/Ty
> v

—z° 4+ yz d
3 ] Y

T=—4/1—y

e
> O

l
3

9P+ yVI=y) ~ (5-VIT 9 vV v dy
Y)V1—y+2y/1—ydy

<
2 O

+ = ) 1—ydy

oO
wWIN Wl

(e
i
L (5+3

—|— (1—2) ) vz (—1)dz (Subst. z=1-—1y,dz =—dy)
J1



/2 4
= S+ 21— d
uo<3+3 z)fz

rl 4
= 2212 Z78/2 4,
Jo

r z=1
_ [5.2,82 4 2z5/2]

L 3 3 5 z2=0
4 8 12 4

3 15 15 5°

Das Ergebnis ist also dasselbe, aber die Rechnung war deutlich
komplizierter.



1.3.6. Beispiel (Volumen von Drehkérpern).

Gegeben sei eine stetige Funktion 7: [a, b] — IR mit »(z) = 0 fiir alle
z € [a, b]. Gesucht ist das Volumen V des Drehkérpers, der bei
Rotation des Graphen von r um die z-Achse entsteht.

Fir z € [a,b] und —7r(z) £ y < r(z) liegt der Punkt (g) € R3 mit

z 2 0 genau dann auf der Oberflache des Drehkdrpers, wenn gilt

bzw.



Mit Hilfe des Normalbereichs
D={(})eRla<c<b, —r(z) Sy<r(a)

berechnet man

Ly J flz,y)dzdy
D

_ rb <J'r(ac) ,77*(:1:)2 iy dy> de

Ja

r(z)

da J \/r(z)% — y2dy gerade die Flache des Halbkreises mit Radius
—r(z)

r(z) ergibt. Damit erh&dlt man das gesuchte Volumen als

b
V= WJ r(z)?dz

a



1.3.7. Beispiel (Volumen der Kugel vom Radius R).

Setze a = —R,b = R und r(z) = v R% — z2. Dann entsteht die Kugel
vom Radius R durch Rotation des Graphen von r um die z-Achse.
Also ergibt sich fiir das Volumen der Kugel

R R z=R
V= 7rJ r(z)?dz = WJ (R?—z?)dz =

—R —R

4
= —7wR3

zR? — l:1:3
z=—R 3

3




1.4. Von Kurven berandete Bereiche

1.4.1. Definition.
Eine stiickweise glatte, einfach geschlossene Kurve K C IR? ist die

Menge der Bildpunkte einer stetigen Parametrisierung

C': [a, b] — IR?

mit folgenden Eigenschaften:

C(a) = C(b) (geschlossen);
C(t1) # C(ty) fur alle ¢, t; € [a,b) mit t; # ¢ (einfach);

C ist stiickweise differenzierbar, d.h. es existiert eine Partition
a=ag < a <---< a, =b so, dass die Einschrankung von C auf

jedes der Teilintervalle [a;, a;;1] differenzierbar ist;

Fiir ¢ € [a), a;41] ist C'(t) = (?’E:D 7 (8)'
2



1.4.2. Satz (Jordanscher Kurvensatz).

Die geschlossene Kurve K aus 1.4.1 ist der Rand eines
abgeschlossenen und beschrankten Gebietes J.

Es ist also J € R? der von der Kurve K berandete Bereich.
Es 1st jede stetige Funktion f: J — IR uber J integrierbar.

Die Aussage des Jordanschen Kurvensatzes ist anschaulich klar, aber
der Beweis ist nicht ganz einfach.

Der Beweis der zweiten Aussage und die Berechnung des Integrals
erfolgt durch Zerlegung von J in Normalbereiche.



1.4.3. Definition.

BEine Parametrisierung C' von K heifit positiv orientiert, wenn das
Innengebiet J bei der Durchlaufung der Kurve links von der Kurve
liegt.

1.4.4. Bemerkung.

Ist D ein Normalbereich oder ein von einer Kurve wie in 1.4.2
berandeter Bereich, so ist

”D ldzdy = F(D)

der Flacheninhalt F(D) von D (als Volumen einer Platte der Dicke 1
mit Grundflache D).



1.4.5. Satz (Rechenregeln fiir Integrale).

@ Es seien f,g: D — R wntegrierbar und a,b € R. Dann g:lt

j (of (2, 4) + byl 1)) de dy

= cLL)JJDf(a:,y)dxdy+bJJDg(x,y)da:dy

(Linearitdt des Integrals)
® Aus f(z,y) < g(z,y) fir alle (;) € D folgt

”Df(x,y)dwdy = ” 9(z,y)dzdy

D

(Monotonie des Integrals)



© Wenn D und E zwei Bereiche im RR? sind, deren Schnitt DN E
leer ist, oder zumindest im Rand von D und von E enthalten ist,
dann gilt fiir jede iber D und E integrierbare Funktion f:

JJDUEf(x,y)dmdy ZJJDf(m,y)dmdy+JJ f(z,y)dzdy.

E

(Additivitat des Integrals)

1.4.6. Bemerkung.

Mit Hilfe der Additivitat des Integrals lasst sich das Integral einer
Funktion iiber einen komplizierten Bereich D oft als Summe von
Integralen tiber normale Teilbereiche von D schreiben.



1.5. Integralsitze im IR?

1.5.1. Definition.

Sei D C IR? eine offene Menge und sei K € D eine stiickweise glatte,
einfach geschlossene Kurve. Sei K = K3 U K, U --- U K, wobei stets
der Endpunkt von K; mit dem Anfangspunkt von Kj;,;
tibereinstimmt. Sei Cj : [aj, bj] — R?: t — (%;Eg) eine reguldre
Parametrisierung des Kurvenstiicks K. Sei K auf diese Weise positiv
orientiert parametrisiert, d.h. sei das Innengebiet J von K bei der
Durchlaufung links gelegen.
Set g: DoRY: ¢ = (2) — g(z) = (g;%ii’zzg)
ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann heifft das Kurvenintegral
I b,

2(9,K) = | gla)eds=Y | alci(t) e Cile)at

g

j=1
auch die Zirkulation von g lings K ; siehe A 5.3.1, 5.3.3, 5.4.9.



Es ist

T 992 Oq
t(qg): D R: t === =
rot(g): D — ( 2 ) — rot(g)(z1, z2) 2, 02

die Rotation von g; siehe A 5.2.3. Es ist rot(g) eine skalare Funktion
auf D.
Wir schreiben kurz auch

J [;rot(g)daiday := [ [ rot(g)(z, 22) day day .

1.5.2. Satz von Green.

Sei eine Kurve K und ein Vektorfeld g wie in 1.5.1 gegeben. Sei J der
von K berandete Bereich. Dann gilt:

Z(g,K) = L{ g(z)edz = JLIOt(g)dﬂh dz, .



1.5.3. Bemerkungen.

@ Es muff K dabei eine geschlossene Kurve sein, andernfalls gibt es
keinen Innenbereich J.

@ Der Satz von Green driickt ein Kurvenintegral durch ein
Gebietsintegral aus. Manchmal ist das eine, manchmal das andere
leichter zu berechnen.

© Ist iberall rot(g) =0, so ist g auf J ein Gradientenfeld (A 5.2.4),
also ist das Integral [ i 9(z) e dz iiber die geschlossene Kurve K
gleich null (A 5.3.14).



1.5.4. Beispiel.

Es sei K der Einheitskreis und entsprechend J die
Einheitskreisscheibe. Eine zuladssige Parametrisierung ist gegeben durch

C: [0,27] — R2 mit C(¢) = ( :;((3 ) Fiir das Vektorfeld

g: R2 — R? mit g(z,z5) = ( 2 ) ergibt sich
I

~ [*"( —sin(2) —sin(t) P -
JKg(x)-dm—L ( cos() ).( cos(4) )dt—L 1dt =27

Wegen rot(g)(zy, z) =1 — (—1) = 2 gilt andererseits

JJ rot(g)dz; dz, = JJ 2dz; dzy = 27
J J

Also stimmen die Ergebnisse wie behauptet iiberein.



1.5.5. Definition.

Sei eine Kurve K und ein Vektorfeld g wie in 1.5.1 gegeben. Sei J der

von K berandete Bereich.

Sei t € [aj, bj]. Der Vektor Cja(?)
7177 _ijl71(t)

C;1(t)

Cj”z(t)

C;(t) der Kurve K an, so zeigt er von J aus gesehen nach aufien.

) steht senkrecht auf dem

Tangentialvektor Cj’ (t) = ( ) . Setzen wir ihn am Punkt

Dann heifit

12 b; /
A(Q,K)ZJKgonds::ZJ q( (ﬂ).(_c};zgg )dt

=179

Q

der Ausfluss von g durch K; vgl. A 5.4.9.

Hierbei ist | x 9 ® nds eine symbolische Schreibweise, in der n fiir
einen Normalenvektor steht.



Es ist

15} 15}
991, 99

(- [ @
div(g): D —» R: ( 82, | 62,

2 ) — div(g)(z1, 22) =

die Divergenz von g; sieche A 5.2.1. Es ist div(g) eine skalare Funktion
auf D.
Wir schreiben kurz [ [, div(g)dz;dap = [ [, div(g)(z, 22) dz; da, .

1.5.6. Satz von Gaul}.

Sei eine Kurve K und ein Vektorfeld g wie in 1.5.1 gegeben. Sei J der
von K berandete Bereich. Dann gilt:

A(g,K) :JKgonds :JJJdiv(g)dmldzg.



Der Satz von Gauf lasst sich auf den Satz von Green zuriickfihren:
Seidazu £ =1, K =K; und C = C; .

Setze h(zp, z) = —92(1,22) . Dann gilt
g1(z1, 22)

Ohy, Ohy 0891 B¢ i
t(p) =22 9 _ 991, 9% 4
rot(h) dz; Oz On * 0z wig)

und
h(C(t))e C'(t) =—g2(C(t))- C{(t)+ g1(C(t)) - C5(2)
Cy (1)
= C [ ] 2
g(C(t)) <—cl'(t)

Es ergibt sich

Alg,K) = jb

a

g(C’(t))o< C;(t) )dt:rh(cm). C'(t) dt

=Zh,K) = JL rot(h)dz; day = JL div(g)dz; day

und damit der Satz von GauR.



1.5.7. Bemerkung.

Die Anwendung der Differentialoperatoren rot oder div macht aus
einem Vektorfeld g auf einem Gebiet D C IR? ein Skalarfeld auf D.
Die Satze von Green bzw. Gauft besagen, dass das Integral dieses
Skalarfeldes iiber einen Bereich J & D schon durch die Werte des
Vektorfeldes g auf der Randkurve K von J festgelegt ist.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass das
Integral der Ableitung einer Funktion f iiber ein Intervall schon durch
die Werte von f auf dem Rand des Intervalls festgelegt ist.

Beide Integralsdtze konnen daher als 2-dimensionale Analoga des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung aufgefasst werden.



1.5.8. Beispiel (Flachenberechnung mit Hilfe von

Kurvenintegralen).
Wir betrachten Vektorfelder ¢ und A auf R? mit konstanter

Divergenz 1, wobei g(z1, z2) = ( :f)l ) und h(z, ) = ( 22 )

Dann gilt fiir eine geschlossene Kurve K wie in 1.5.1 und das von ihr
berandete Gebiet J:

A(g, K) G2 “J div(g) dz; dz, = ”J 1dz; dz, = F(J);

wobei F(J) den Flacheninhalt von J bezeichnet. Genauso fiir h.
Auswerten des Ausflusses gibt also:

v1agZJ ()dtwah

Vi
J=1

b
| Gatt)- clattyat.
@



1.5.9. Beispiel (Flacheninhalt von Ellipsen).

Eine zulassige Parametrisierung der Ellipse mit Halbachsen a, b > 0
a cos(t)

i h C:[0,2 IR2:
ist gegeben durch C': [0, 27] — t— < bsin(t)

) . Damit ergibt
sich der Flacheninhalt der Ellipse als:
2 2m
F(E) = J acos(t)- bcos(t)dt = —J bsin(t) - (—asin(t))dt
0 0
Da beide Integrale gleich sind, gilt also:

2F(E) = J:W ab(cos(t)? + sin(t)?)dt = 2mab

und damit F(EF) = wab.

Das Beispiel zeigt, dass es auch sinnvoll sein kann, den Mittelwert der
beiden Integrale zu nehmen.



1.6. Koordinatentransformationen

1.6.1. Definition.

Sei P C R?. Eine Abbildung

W: P — R?: ( :}‘ ) — W(u,v) = < z;gzg ) heift

Koordinatentransformation, wenn gilt:
® 1 ist injektiv, aufer an einzelnen Punkten oder Kurven.
® 1 ist stetig differenzierbar.

® Die Jacobi-Matrix

% (u,v) P (u,v)
. |

%2 (u,v) %2 (u,v)

erfiillt det Ju(u, v) # 0 fir (},‘) € P, aufer an einzelnen Punkten
oder Kurven.
Die Determinante der Jacobi-Matrix heifft auch die
Funktionaldeterminante von 7 an der Stelle (;“,‘) .



1.6.2. Satz (Substitutionsregel; Transformationsformel).

In der Situation von 1.6.1 sei eine kompakte Teilmenge B € P
und thr Bild D =9(B) sowie eine integrierbare Funktion

f:D — R gegeben. Dann ist die Funktion fo1 : B — IR ebenfalls
integrierbar, und es gilt:

” flz,y)dzdy = [ f(z,y)dzdy
D pv:/)(B)
= (f oY) (u,v) - |det J9(u, v)|dudv
J JB
| S (1,0), 9w, ) - det T (u,v)l dudy




1.6.3. Bemerkungen.

@ Der Satz ist das zweidimensionale Analogon zur Substitutionsregel
in einer Veranderlichen

z(b) b
| f@rde = | slate)) - a0 at
z(a) a

vgl. A 3.3.3. Der Faktor z’(t) entspricht der
Funktionaldeterminante. Bei einer Variablen kann man die
Integrationsrichtung unterscheiden, d.h. z(b) kann kleiner als
z(a) sein. Daher stehen bei z'(t) keine Betragsstriche.

@ Bei Anwendung einer linearen Abbildung mit Matrix A
multipliziert sich die Flache eines achsparallelen Rechtecks mit
dem Betrag der Determinante von A. Da die Jacobi-Matrix die
lineare Approximation der Koordinatentransformation beschreibt,
vgl. A 4.7.2, ist es daher plausibel, dass die Determinante der
Jacobi-Matrix die Rolle des Flachenverzerrungsfaktors spielt.



1.6.4. Beispiel (Polarkoordinaten).

Setze P = {(;) € R? | r >0, ¢ € [0,27]}. Polarkoordinaten sind durch

die Transformation 9 : P — IR?: ; = Y(r, @) = < ::?;((Z)) )
gegeben. Fiir den Betrag der Funktionaldeterminante ergibt sich:

cos(p) —r -sin(p)
det J = |det
|det J9(r, )| ¢ ( sin(p) r-cos(p)
Fiir einen Bereich B € P, sein Bild D = 9(B) und eine integrierbare
Funktion f: D — R gilt also:

= |r(cos(p)+sin(p)?)| = 7.

JJDf(w, y)dzdy = JJBf(r cos(ip), rsin(p)) - rdr de.



1.6.5. Beispiel

Sei D :={ € IR?| 22 + y2 < 1, y > 0} der obere Halbkreis des
Einheitskreises. Wir wollen berechnen:

JJ z +ydzdy
D

Esist D = 1/;({(;",) | »€10,1],¢ € [0,7]}) =4(B), wobei
B :=[0,1] x [0, 7], mit ¥ aus 1.6.4. Es wird

|
—~ .
@8
~—— .
N
Il
Il

[[pz+ydzdy = [[g(rcos(p)+ rsin(p)) - rdrdy
= fo r2cos(p) + r?sin(p) dpdr
= fo 2 sin(p) — r? cos(p)]H_g dr

_ (15,2 _ 12,.31r=1 _ 2
= f02'r' dr = [57°1755 = 5.



2. Integration von Funktionen in drei Variablen



2.1. Integration iiber Flachenstiicke im Raum

2.1.1. Definition.

Sei D € IR? (mit D € D°). Sei ®: D — IR? eine stetig differenzierbare
Abbildung. Dann heifit & Parameterdarstellung flir das Flachenstiick
$(D) wenn gilt:

¢ & ist injektiv, aufler an einzelnen Punkten oder Kurven.

® Es hat die Jacobi-Matrix J®(u, v) linear unabhéngige Spalten fiir
(Z) € D, aufier an einzelnen Punkten oder Kurven.

Die Spalten der Jacobi-Matrix sind die partiellen Ableitungen von &
nach den Variablen u und v, vgl. A 4.7.1. Die Spalten von J&(u, v)
sind genau dann linear unabhangig, wenn fiir ihr Kreuzprodukt gilt:
®,(u,v) X ®,y(u,v) #£0; vgl. L 2.10.3.6.



Fiir eine feste Stelle (ﬁfg) € D werden durch C(t) := ®(ug + t, v9) und
C (t) := ®(ug, v + t) fiir ¢ in einer Umgebung von ¢t =0 € R Kurven
auf der Fliche ®(D) parametrisiert. Fiir die Tangentenvektoren an
diese Kurven fiir ¢ =0 gilt C’(0) = ®,(uo, vo) und

C I(O) = &, (ug, vg). Also erzeugen diese beiden Vektoren die
Tangentialebene an die Flache ®(D) im Punkte ®(ug, vo):

®(up, vo) + RSy (uo, vo) + RSy (up, o).

Die lineare Unabhéangigkeit sorgt dafiir, dass es sich wirklich um eine
Ebene handelt.

Der Vektor @, (ug, vg) X ®,(ug, vo) steht dann senkrecht zur
Tangentialebene an die Fliche ®(D) im Punkt ®(ug, vg).



Die Situation graphisch dargestellt:

(D)




2.1.2. Beispiel (Oberflache der Kugel mit Radius R).

Die Oberflache der Kugel mit Radius R wird parametrisiert durch
sin(¥) - cos(¢)

& : [0, 2] x [0, 7] — IR3: ( 1";) > — ®(p,%) =R-| sin(?)-sin(yp)
cos(?)

Fir ¢ =0 und ¢ = 27 ergibt sich derselbe Wert. Also ist & iiber dem
“Nullmeridian” nicht injektiv. Es gilt

—sin(9) - sin(p) cos(?) - cos(¢p)
®,=R- sin(?) - cos(p) i P9 =R-| cos(?)-sin(p) |;
0 —sin(?9)

—sin(d)? - cos(yp) .
—sin(8)? sin(p) | PUE T _R.sin(d) - 8(g, 9).

—sin(?) - cos(¥)
Dieser Vektor ist nur dann null, wenn sin(#) = 0 gilt. Also ist die
Bedingung, es sollte &, x 3 # 0 sein, nur am “Nordpol” bei ¥ =0
und am “Stidpol” bei ¥ = 7 verletzt.

$, x &5 = R?-



2.1.3. Definition.

Sei D C IR?. Sei ® : D — R3 eine Parameterdarstellung fiir eine Fliche.
Sei J € D ein von einer stiickweise glatten, einfach geschlossenenen
Kurve K begrenzter abgeschlossener Bereich; vgl. 1.5.1.

Sei S := ®(J) das von J parametrisierte Flachenstiick.

Dann heifit

F(S) = JL Dy (u,v) X ®4(u,v)dudv

der Flacheninhalt der Flache S.



2.1.4. Bemerkungen.

@ Wir miissen einen Bereich J & D wie beschrieben heranziehen fiir
unser Integral, da das Integral iiber einen kompakten (also
abgeschlossenen und beschrankten) Bereich gebildet werden soll,
was flir ganz D nicht unbedingt gilt.

® Gemif L 2.10.3.4 ist |$,(u, v) X ®,(u, v)| der Flicheninhalt des
von ®,(u,v) und ®,(u,v) aufgespannten Parallelogramms. Es
spielt |®,(u, v) x ®,(u, v)| die Rolle eines
“Flachenverzerrungsfaktors”, der eingerechnet werden muf.

© Ist die Bedingung [$, x $,| # 0 nur in einzelnen Punkten oder
Kurven in D verletzt, so gilt die Flacheninhaltsformel dennoch.



2.1.5. Beispiel (Inhalt der Kugeloberfliche vom Radius R).

Mit der Parametrisierung aus 2.1.2 erhalten wir fiir den
“Flachenverzerrungsfaktor” im Punkte (i‘; ) € D den Wert

4 (0, 9) X 29(p,9)| = — R -sin(¥) - 2(p, )| = R? - sin(0).

Also gilt flir die gesuchte Oberflache:
F(S) = ” R? . sin(®¥) dp do
[0,27] [0, 7]
L)

=2rR?. J sin(e¥) d¢
0

27
J R? - sin(®) d(p) do
0

— 47 R2.



2.1.6. Beispiel (Wendelfliche).

Wir betrachten den Bereich
J= { (;) € IR2‘ 0< 7 <sinh(1),0< p < 27r} und die Wendelfliche
S = &(J), die durch die Parametrisierung

r - cos(yp)
®(r,p) = [ r-sin(yp)
4
gegeben ist. Hs gilt
cos(¢p) —r - sin(yp) sin(¢)
®r(r,0) X Bp(r,p) = | sin(p) | x| r-cos(p) |=| —cos(p)
0 1 T

und

[8r(r,0) X Sp(r,0)l = V1+ 7120






Damit erhalten wir fiir den Inhalt der Wendelflache
F(S)

sinh(1) 27
JJ \/1+r2drd<pzj <J \/1—|—r2d<p>dr
J 0

0

r=sinh(1 r — sinh(¢) t=1 -
’R'J \/1+r2 dr = 27rJ /1 + sinh(%)2 - cosh(t) dt
0 dr = cosh(t)dt

r=| t=0

1 1 1 2
27rJ cosh(t dt:sz (2(et+et)> dt

0 0

Il
DO

' 2t 2t 1 o 1 o !
e 2+e “tdt = e 2t — —e~
.[o e 2 {2 * 2 L

w\ﬁ w\ra

1,4 I N
(2e +2 5¢ >—2(s1nh(2)+2).



2.1.7. Beispiel (Graphen von Funktionen).
Sei D € R%. Sei f: D — R stetig differenzierbar und J € D wie in
2.1.3. Durch ®: D — IR® mit

78
$(z,y) = (]
flz,y)
wird dann der Graph von f als Flidche im IR® parametrisiert. Es gilt
1 0
®o(z,y) = 0 ;o Bylz,y) = 1 ;
fx(Il y) fy(m: y)
®o(z,y) x &y(z,9) = | —fylz,y)



Also gilt

82 (2, y) x &y (2, y)| = /1 + folz,9)? + fy (2, y)2 £ 0.

Also ist der Flacheninhalt des Graphen S = &(J) von f|;

F(S) = || 1+ ke vP + e vPdsay.



Als Beispiel wollen wir noch einmal die Oberflache der Kugel vom

Radius R berechnen.

Dazu setzen wir J = { :c > € R? | z2 + y? < R?} und definieren
Y

flz,y) =/ R?— 2% —y?

Dann ist der Graph von f die obere Halbkugel vom Radius R. Es gilt

f:J — R durch

o und = ,
£ R2 — g2 — 2 Iy /R2 — g2 — 2

und daher

z2 y2 R
2 2 —
Hf“:”y_%erm?y2+R2m2y2_ R? —z2—y2

Fiir die Oberflache der Halbkugel ergibt sich

F(H) —JL \/Rz%z_yzdxdy



Zur Auswertung dieses Integrals benutzen wir Polarkoordinaten und
setzen z = rcos(p), y = rsin(p). Das ergibt, unter Verwendung von
|detJ| = r,

oo <[
:

u=R?-r? O i 1/2
= —TR v Y2du=7R uw2du
du = —2rdr u=R2 0

27 R r=R r
—7rd dr =27nR —dr
.[O R2 — p2 v J’T‘—O VR2 — 72

= 7rR[2u1/2]§2 = 2rR? .

Also ist die Oberfliche der Kugel mit Radius R gleich 2 - 27 R? = 47w R2.



2.1.8. Beispiel (Mantelfliche eines Drehkorpers).

Wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion 7 : [a, b] — IR mit
r(z) = 0 fiir alle z € [a, b]; vgl. 1.3.6. Wir wollen den Inhalt der
Mantelfiache M des Drehkorpers bestimmen, der bei Rotation des
Graphen von r um die z-Achse entsteht. Diese Flache wird
parametrisiert durch

& : [a, b] x [0, 27] — IR3: ( ; ) s ®(z,0) = | r(z)- cos(p)
Wir erhalten:

&, =| r'(z)-cos(p) und @, = | —r(z)-sin(e) |,
r'(z) - sin(p) r(z) - cos(yp)



und somit
r(z) - 7' (z)(cos(p)? + sin(p)?) r'(z)
P, X dp, = —r(z) - cos(yp) =r(z)| —cos(p)
—r(z) - sin(p) —sin(yp)
Mit
[$s X Bp| = 7r(z)/1+ (r'(2))?

ergibt sich:



Als Beispiel wollen wir noch ein drittes Mal die Oberflache der Kugel
vom Radius R berechnen. Die Kugel entsteht, indem man den
Graphen der Funktion 7 : [—R,+R] — R mit r(z) = v/ R2 — 22 um die
z-Achse rotiert. Es wird

—z

/R2 — 12’

r'(z) =

und also

2 _ 2 2
\/1—’—7’ \/ —$2 \/R z x:BZ:R

Also gilt fiir die Oberflache der Kugel

R
F:27TJ Rdz =27 - 2R? = A7 R?
)



2.1.9. Definition.

Sei D CIR?. Sei ¢ : D — R? eine Parametrisierung einer Fliche. Sei

J € D ein von einer stiickweise glatten, einfach geschlossenenen Kurve
K begrenzter abgeschlossener Bereich. Sei S := $(J). Vgl. 2.1.3.

Sei h: S — R eine stetige Funktion.

Das Flachenintegral von h tiber S ist definiert als

JJS hdO = JJJ h(®(u,v)) - [®4(u, v) x &y(u,v)|dudv.

Der Ausdruck dO = |®,(u,v) X ®,(u,v)/dudv wird auch als skalares
Oberflaichenelement bezeichnet.



2.1.10. Bemerkungen.

@ Das Flachenintegral ist das zweidimensionale Analogon des
Kurvenintegrals reellwertiger Funktionen; vgl. A 5.4.1.

® Das Flachenintegral iiber die konstante Funktion A = 1 liefert
gerade den Flacheninhalt von S; vgl. 2.1.3.

©® Das Flachenintegral hangt nicht von der Parametrisierung der
Flache ab.

O Ist die Bedingung |®, x ®,| # 0 nur in einzelnen Punkten oder

Kurven verletzt, so kann ¢ trotzdem fiir ein Flachenintegral
verwendet werden.



2.1.11. Beispiel.

Sei J=1[0,1]x[-3,3].8ei f:J = R: (3)— flz,y) =2*+y.
Sei S der Graph von f. Gesucht ist das Flachenintegral

|| =a0.

Es ist also ®(z,y) = ( :y; > und h(z,y,2z) =z.
z?+y
Mit f; =2z und f; =1 ergibt 2.1.7

JJ zdO :JJ z-4/1+(22)2+ 12 dzdy
S [0,1]x[-3,3]

_ Jl (Js - mdy> de.

0 -3

/N
N——

Mit Hilfe der Substitution w = 2 + 422 rechnet man nach:

stme:B\/g—ﬁ.



Sei D € IR?, sei K € D eine stiickweise regulire einfach geschlossene
Kurve, sei J £ D der durch K berandete abgeschlossene Bereich und
sei ®: D — IR® eine Parametrisierung einer Fliche.
Sei S := ®(J) die von J mittels ® parametrisierte Flache.
Sei K = K U---U Ky, wobei stets der Endpunkt von K; mit dem An-
fangspunkt von Kj; tibereinstimmt. Sei C; : [aj, b;] — R?: t — Cj(¢)
eine regulare Parametrisierung des Kurvenstiicks K;. Sei K auf diese
Weise positiv orientiert parametrisiert.
Dann bilden

®o Cj:aj,b] — Rt &(Cj(t))

mit 1 £ j < £ eine stiickweise Parametrisierung der Randkurve
S =%(K) von S.
Als Normalenvektor auf S im Punkte ®(u,v) verwenden wir

®u(u, v) X $y(u,v)
[@u(u, v) X $y(u, v

n(u,v) =



Sei U C IR® offen mit S € U. Sei g: U — IR® ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Gemaf A 5.2.3 ist die Rotation von g das
durch

895 _ 092
T Oz Oz3

. 3. l4] o
rot(g): U - IR°: | z, | —rot(g) = a_i;_a_ﬁ
z3 892 Oq1
O11 Oz

definierte Vektorfeld. Merkregel: rot(g) =V X g.

2.2.1. Satz von Stokes.

Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

Jas g(z)edz = JL rot(g) e ndO



2.2.2. Erlauterungen.

Im Satz von Stokes:
@ Links steht das Kurvenintegral des Vektorfeldes g langs der Kurve
0S8 = ®(K) C R®, welche stiickweise mit ® o C; parametrisiert ist.
Dabei ist (® o C;)(t) = ®(C;(t)) durch Einsetzen zu bilden.

Also: ,

by
|, s@ecs=3 |"s@ectne (20 )00t = 29,08
Man nennt Z(g,8S) = fas g(z) e dz auch die Zirkulation von g

entlang 0S; vgl. A 5.4.9.
@ Rechts steht das Flachenintegral

JLrot(g).ndO=JJ rot(g) e ndO

3(J)

- “ o, @) Ol ) [Bnllr, ) ¢ B, )b
J

= JJ rot(g)(®(u, v)) e (Py(u,v) X ®4(u,v))dudwv.
J



2.2.3. Bemerkungen.

@ Der Satz von Stokes ist das dreidimensionale Analogon zum Satz
von Green 1.5.2.

® Fir die Giiltigkeit des Satzes von Stokes ist es wichtig, dass die
Kurve K einmal positiv orientiert durchlaufen wird. Andernfalls
andert das Kurvenintegral sein Vorzeichen.

©® Gemaf L 3.11.2 und L 3.11.3 ist das orientierte Volumen des von
drei Vektoren z,y,z € IR® aufgespannten Parallelepipeds (oder
Spats) gegeben durch das Spatprodukt

ze(y x z)=det(z,vy, 2).

Daher lasst sich die rechte Seite von 2.2.1 auch schreiben als:

JJ det(rot(g)(@(u,v)), ®,(u,v), @U(u,v)) dudwv.
J



2.2.4. Beispiel
Wir betrachten das elliptische Paraboloid

S = {(2) € R?
3

Sei J = (zz) IR? | z2 4+ z2 < 4}. Der Rand von J ist der Kreis K.
Es wird S parametrisiert durch

z3 = 222 + 22, x12+:c22§4} .

T 7
<I>:J—>IR3:< 1)'—) T
2 2z2 + z2
Hier ist also u = z;, v = @, und es wird S = &(J).
Wir betrachten das Vektorfeld

T 0
g RE=R: |z | = gz, 20,13) = 0
T3 I1T2

Wir wollen dafiir im Satz von Stokes linke und rechte Seite vergleichen.






Linke Seite von Stokes: Wir berechnen [,¢ g(z)edz = j@(K) g(z)edz.

(
Es ist K parametrisiert durch C(t) = (%gﬁf((f))) , wobei t € [0, 27].
Es ist also ®(K) parametrisiert durch

2cos(t) 2cos(t)
(®oC)(t) = 2sin(t) = 2sin(t)
2(2cos(t))? + (2sin(t))? 4cos(t)? +4
—25in(t)
Es wird (®0 C)/(t) = 2cos(t)
—8cos(t) sin(t)
Also wird
o 0 —2sin(t)
Jagg(z)edz = J 0 o 2cos(t) dt
0 4sin(t) cos(t) —8cos(t) sin(t)
2m
= J —32cos(t)?sin(¢)2de | COTEMNE g
0



Rechte Seite von Stokes: Wir berechnen |[ [, rot(g) e ndO.
Mit f(z1,22) = 22 + 2 wird nach 2.1.7

_filil —4£L‘1

S XSy, = | —fn =| —2m

1 1
Ferner ist
B9 _ Bg2
O1o dz3 T
) )
rOt(g)($17m21$3) — 373;;76753 - —T2

892 _ 0gq1 0
o Bxo

Z1

Wegen ®(xz1, 1) = ( 2 2) ist also

2:1:12 +z,
I

rot(g)(®(z1, ) = | —2
0



Insgesamt wird

rr
rot(g) e ndO
JJs
rr
= rot(g)(®(z1, 72)) @ (Pg; X $4,) dzy dap
JJJ
o I —41}1
= —z |e| —2my |dzidzm
JJ 0 1
= [ —4z2 +2z2dx; d
= 1 Io AT T2
J

u~2u 27
Polark. J (—4r? cos(p)? + 2r?sin(p)?)r dpdr

JO
r2

(—4r’m +2r%m)rdr = —8x.

0

Nebenr.

JO

Damit ist im Beispiel iiberpriift: Linke und rechte Seite von Stokes
stimmen tberein.



2.2.5. Bemerkung.

Wenn man die linke Seite von Stokes, also fa s 9(z) edz, liber eine
Parametrisierung berechnen mochte, die von der Parametrisierung %
von S unabhangig gewahlt ist, dann ist fiir den Umlaufsinn auf
folgende Rechte-Hand-Regel zu achten:

Wenn man den Daumen der rechten Hand in Richtung von &, x &,
senkrecht zu S halt, dann zeigen die Fingerspitzen in Richtung des
gewlinschten Umlaufsinns von 85S.

Beachtet man dies nicht, so lduft man in ein Vorzeichenproblem.

Verwendet man dagegen wie oben beschrieben eine positiv orientierte
stliickweise Parametrisierung C; von K = 8J und daraus
hervorgehend die stiickweise Parametrisierung ¢ o C; von 85, wobei
1 <5 £ 4, so ist die Rechte-Hand-Regel automatisch erfiillt.



2.2.6. Erweiterung auf allgemeinere Situationen.

Viele Flachen im Raum lassen sich nicht durch ein einziges
Flachenstiick im Sinne von 2.1.1 beschreiben.

Man kann sie in Flachenstiicke zerschneiden, und auf jedes den Satz
von Stokes anwenden. Schnittlinien werden zweimal durchlaufen, und
zwar in entgegengesetzter Richtung. Die zugehorigen Anteile der
Kurvenintegrale heben sich weg, also gilt der Satz von Stokes fiir die
ganze Flache. Dabei werden die Kurvenintegrale iiber samtliche
Randkurven addiert, ebenso wie die Flachenintegrale iiber samtliche
Teilstlicke der Flache.



2.2.7. Geschlossene Flachen.

Eine Fliche S C IR® heifit geschlossen, wenn sie keinen Rand hat.
Beispiele sind die Oberfliche einer Kugel oder eines Torus (z.B.
Fahrradschlauch).

Man kann S in Flachenstiicke zerschneiden, und auf jedes den Satz
von Stokes anwenden. Schnittkurven bekommen von jedem der
Teilstlicke eine andere Orientierung. In der Summe heben sich die
Kurvenintegrale iiber Schnittkurven weg. Also gilt

2.2.8. Satz.

Fir eine geschlossene Fldache S im Definitionsbereich eines stetig
differenzierbaren Vektorfeldes g gilt stets

JLrot(g) endO = 0.



2.3. Integration iiber dreidimensionale Bereiche

Gebietsintegrale im R3® werden analog zu Gebietsintegralen im IR?
definiert; vgl. 1.1.1. Alle Aussagen aus 1.1 und 1.2 iibertragen sich
unmittelbar, das gilt insbesondere fiir den Satz von Fubini 1.1.2.

2.3.1. Definition.

Sei D € R? ein Normalbereich. Seien k,1: D — R stetige Funktionen
mit k(z,y) < U(z,y) fiir alle (§) € D. Dann heift

B={(7) e®1(3) € D, k(o,y) £ 2 < U(a, )

ein Normalbereich beziiglich der z-y-Ebene.

Normalbereiche bzgl. der z-z- bzw. y-z-Ebene werden analog
definiert.

Es gibt also 6 Arten von Normalbereichen im IR3.



2.3.2. Satz.

Es sei B C R® ein Normalbereich bzgl. der z-y-Ebene, und es sei
f:B — R stetig. Dann gilt:

(RN

Uz,y)

Der Ausdruck J f(z,vy, z)dz hingt nicht von z ab, also haben
k(z,y)

wir das Problem auf eine 2-dimensionale Integration zuriickgefiihrt.

Der Satz gilt entsprechend auch fiir Normalbereiche bzgl. der z-z-
oder y-z-Ebene.

Uz,y)
J flz,y,2)dz | dzdy.
k(z,y)



2.3.3. Beispiel.

Wir betrachten den Normalbereich

B = {@)elR?’

0§x§1,0§y§2x,0§z§x+y}.

bzgl. der z-y-Ebene. Mit f(z,v, 2) = z?yz wird

rl

JO
rl

Jo
'l

JO

HJJBf(x,y,z)dzdydz

2z 1 z=z+y
J [—mzyzz dydz
o L2
2 1 1
J —ztytrady? o z2yidyde
0 2 2

2=0

8
m6+§w6+2x6 dz

rl

JO JO

rl

r2z rz+y
J z?yzdzdydz
0

r2c

—z?y(z +y)?dydz

0Jo 2
c1

y=2T
dz
y=0

1 42,1 33 1454
_4xy+3my+8xy



2.3.4. Definition (Koordinatentransformationen).

Sei P C R® (mit P C P°). Eine Abbildung

5 [ di(wvw))
PY:P >R [ v) = ¢(u,v,w) = v2(uv,w) | heilit
W P3(u,v,w)

Koordinatentransformation, wenn gilt:
® 1) ist injektiv, aufler an einzelnen Stellen.
* 1) ist stetig differenzierbar.

® Die Jacobi-Matrix

361(“ v, W) a“/;l(u v, W) %iw(u v, W)

JY(u,v,w) = %l(u v, W) "bz(u v, W) %lw(u v, W)
%l(u v, W) aa’ff(u v, W) %—w(u,v,w)

erfiillt det Jv(u, v, w) # 0 fiir (2) € P, aufler an einzelnen

Stellen.

Die Determinante der Jacobi-Matrix heifit auch die
Funktionaldeterminante von .



2.3.5. Satz (Substitutionsregel; Transformationsformel).

In der Situation von 2.38.4 sei eine kompakte Teilmenge B & P
und thr Bild D =9(B) sowie eine integrierbare Funktion

f:D — R gegeben. Dann ist die Funktion foy : B — IR ebenfalls
integrierbar, und es gilt:

rror

flz,y,2z)dzdydz
JJp
= f(z,y,z)dzdydz
J Jy(B)

(f o) (u,v,w) - |det JP(u, v, w)dudvdw

N
JJB

= r]h f(’lpl(u: v, w))'lpZ(u, v, w);"ﬁs(“: v, ’UJ)) : |det J¢(u1 v, 7.U)|d’LLd’U dw
JJIIB




2.3.6. Beispiel (Zylinderkoordinaten).

Zylinderkoordinaten sind Polarkoordinaten (vgl. 1.6.4) in der
z-y-Ebene; die z-Koordinate bleibt ungeandert. Wir setzen also

Pz{(g)e|R3|rzo,0§<p§2vr,zeIR}und

¢: PR () o (A

z

Fiir den Betrag der Funktionaldeterminante ergibt sich:

cos(p) —rsin(p) O
|det J¢(7r, 0, 2)| = |det | sin(¢) rcos(p) 0 || = 7.
0 0 1

Fiir einen Bereich B C P, sein Bild D = ¢(B) € IR® und eine
integrierbare Funktion f : D — IR gilt also:

JJJDf(m, y,z)dzdydz = JJJBf(r cos(p), rsin(y), z) - rdrdpdz.



2.3.7. Beispiel (Kugelkoordinaten).

Kugelkoordinaten liefern eine Parametrisierung von IR® durch den
Abstand vom Nullpunkt sowie den (mathematischen) Léngen- und
Breitengrad; vgl. 2.1.2. Man erhalt sie, indem man zunachst den
Aquator der Kugel vom Radius r > 0 durch den Lingengrad

@ € [0,27] parametrisiert und anschliefend den zugehorigen
Langenkreis durch den gegen die positive z-Achse gemessenen
Breitengrad ¢ € [0, 7]. Wir setzen also:

T
P ={(g;)eIR3|rzo,0§¢§2w,0§«9§w},

und definieren & : P — IR3 durch:



r cos(¢) sin(¥)
Kk(r,o, %) = rsin () sin(9¥)
r cos(1%)

Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich

cos(p)sin(¥#) —rsin(p)sin(?) rcos(p)cos(¥)
Je(r,p,%) = | sin(p)sin(¥) rcos(p)sin(?) 7rsin(p)cos(?)
cos(?) 0 —rsin(9)

und fiir den Betrag der Funktionaldeterminante
|det Ik (7, @, ®)| = 7% sin(¥).
Fiir einen Bereich B C P, sein Bild D = k(B) € R3 und eine

integrierbare Funktion f: D — IR gilt also:

JJJDf(x,y,z)dmdydz

= JJJ f(rcos(e)sin(¥), rsin(p) sin(?), r cos(?)) - 72 sin(¥) dr de d?.
B



2.3.8. Beispiel (Schwerpunkt einer Halbkugel).

Wir betrachten die Halbkugel
D ={(§> eR|z?+y*+2°< R 220}

von Radius R > 0. Gemaf 1.3.7 ist das Volumen von D gegeben durch
V(D) = %WR3. Die z-Koordinate des Schwerpunktes von D berechnet
man nach der Formel

z(D) = ﬁJJ'J'Dz-dazdydz.

Fiir die z- und die y-Koordinate des Schwerpunktes gelten analoge
Formeln. Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt von D auf der
z-Achse, d.h. es gilt (D) = ys(D) =0.

Mit der Kugelkoordinatenabbildung « gilt

Dzﬂ([O,R] % [0, 27] x [o, g])



Damit wird

[]] z-aeaye: :J!

J rcos(®) - r?sin(¥) dr dp dd
10,81 [0,27] [0, ]
%

sz r3 cos(¥) sin(®¥) d<p> dz?) dr
2773 cos () sin(¥9) dﬁ) dr

7r3 sin(20) d19> dr
0

1 9=3
—=7r cos(219)] dr
2 9=0

(7 1 E 1
= mr3dr = [ﬂrﬂ = 7R
JO 4 0 4
Also gilt
1, p4
TR 3
%(D)=4" —°R

%WR3 8



Der Integralsatz von Gaul} im Dreidimensionalen

Wir betrachten eine geschlossene Fliache S (vgl. 2.2.7) im Raum. Diese
berandet eine abgeschlossene und beschriankte Menge V C IR3.

2.4.1. Definition.

Sei U C IR® eine offene Teilmenge mit V € U. Sei g: U — R3 ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Der Ausfluss des Vektorfeldes g
durch die geschlossene Flache S ist definiert durch:

A(g, S) :JLgondO.

Bedeutung der rechten Seite: siehe 2.4.2 unten.



2.4.2. Erlauterungen.

@ Ist die Fliche S mittels D € R? und & : D — RR® parametrisiert,
ist also J € D und S = &(J), und weist &,(u,v) X $,(u,v) an
S nach auflen, dann ist der Ausfluss ausgeschrieben

A(g,S) = ”Sg.ndo
= JJ 9(®(u,v)) e (®y(u,v) x $y(u,v))dudv.
J

Falls &, (u, v) x ®,(u, v) nicht nach aufen zeigt, kann man dies
mit Vertauschung der Variablen v und v erreichen.

® Man kann S auch stiickweise parametrisieren und zur Berechnung
des Ausflusses A(g, S) die Beitrdge der einzelnen Stiicke addieren.



GemaR A 5.2.1 ist

. 0 e] é)

die Divergenz von ¢. Es ist div(g) eine skalare Funktion auf U.

2.4.3. Satz von GaulR im Dreidimensionalen.

Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

A(g,S) = JJ'Sg endO = Jjjvdiv(g)dmdydz.



2.4.4. Bemerkung.

Wenn g das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung ist, ergibt sich
folgende physikalische Deutung des Satzes von Gauf.

Die Komponente der Geschwindigkeit senkrecht zur Fldache nach aufien
ist gegeben durch g e n; multipliziert mit einem kleinen
Flachenstiickchen dO von S ergibt sich die Fliissigkeitsmenge, die in
der Zeiteinheit durch dieses Stiickchen fliefit. Integration iiber S ergibt
die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch die Flache S nach
auflen stromt.

Der Satz von Gauf besagt, dass diese Menge gleich der
Fliissigkeitsmenge ist, die im Inneren von S, also im Bereich V',
zuflieft. Die Divergenz beschreibt dabei die Quelldichte von g.



2.4.5. Beispiel.

Sei V = { @) € R3 2%+ y% 4 22 < 1} die Einheitskugel.
Sei S ihre Oberﬂ'a'oche.
Sei g(z,v,2z) = (2) auf R®. Es ist div(g)(z,y,2) =0+0+1=1.

Die rechte Seite des Satzes von Gaufl wird
4
J” div(g)dzdydz = J” ldzdydz = V(V) = -7,
v v 3

namentlich das Volumen von V.

Zur Berechnung der linken Seite des Satzes von Gauft wahlen wir die
cos(p) sin(9)
Parametrisierung ® (1, ¢) = | sin(¢)sin(®) |, wobei 0 < ¥ < 7 und
cos(?)

0 < ¢ < 2m. Es wird dann $y x ¢, =sin(?¥)®, was angeheftet am
Punkt ¢ nach aufien zeigt; vgl. 2.1.2.



Wir berechnen damit die linke Seite des Satzes von Gauf zu

[Jsgendo =

u=cos(?F)

du =—sin(d¥)dd

7

3
o

27

2

27

Somit stimmen rechte und linke Seite tatsdchlich tiberein.

r2m

9(2(9,0)) e (Ps(P,0) X 24(V, p)) dpd?
Jo
r27 0 cos(yp) 3111(19)

( 0 )osin(ﬂ) sin(¢) sin(9 d(pd'l9
0 cos(9) cos(®)
r2m

cos(1)? sin(¥) de do¥
0

cos(®)? sin(®) do¥
uho_1

u?(—1)du
J1
r1

w?du = 27 g = éw

3 3



Ein Vektorfeld g auf einem Definitionsbereich U heifit quellfrei (oder
quellenfrei), falls seine Divergenz gleich Null ist; analog heifft g
wirbelfrei, wenn seine Rotation gleich Null ist; vgl. A 5.2.5.

Als unmittelbare Folgerung aus den Satzen von Gauf und Stokes
ergibt sich:

2.4.6. Satz.

® F4r ewn quellfreies Feld g gilt A(g,S) =0 fur jede
geschlossene Fldache S, die samt dem von thr berandeten
Bereich in U liegt.

o F4r ewn wirbelfreies Feld g qult Z(g, K) =0 fir jede
geschlossene Kurve K, die eine Fldache berandet, die in U
lregt.



2.4.7. Bemerkungen.

Ein paar Bemerkungen am Rande. Diirfen ignoriert werden.

@ GemiaR A 5.2.8 gilt div(rot(h)) = 0 fiir jedes zweimal differenzierbare
Vektorfeld h.
Umgekehrt kann man zeigen: Jedes quellfreie Vektorfeld g lafit sich auf einem
konvexen Gebiet als Rotation eines anderen Vektorfeldes h schreiben. Dabei
heift ein Gebiet konvex, wenn es mit je zwei Punkten auch die ganze
Vebindungsstrecke enthalt, vgl. A 4.4.6. Man bezeichnet A dann als
Vektorpotential von g.

@ GemaiaR A 5.2.4 1aRt sich jedes wirbelfreie Feld auf einem konvexen Gebiet als
Gradient einer (skalaren) Potentialfunktion schreiben.

@ Der Satz von Helmholtz besagt, dass sich jedes zweimal differenzierbare
Vektorfeld g auf einem konvexen Gebiet als Summe aus einem quellfreien und
einem wirbelfreien Vektorfeld schreiben laRt: g = rot(h) + grad(U).



3. Gewdhnliche Differentialgleichungen



3.1. Grundlagen

3.1.1. Definition.

Gegeben sei eine Teilmenge £ € R™*2 und eine Funktion G : E — R.
Dann heifit

Gz, v, 9, y",y®,...,y™) =0,

eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Sei jetzt I € R ein Intervall und

f:I—>R

eine n-fach differenzierbare Funktion. Man nennt f eine Losung der
Differentialgleichung, wenn fiir alle z € I gilt

(z,f(z),f'(z), f"(z),....f ()T € E

und

G(z,f(z),f'(z),f"(z),...,f™(z)) = 0.



3.1.2. Bemerkungen.

© Die Differentialgleichung ist also erfiillt, wenn man f*)(z) statt
y*) in G einsetzt und Null erhalt fiir alle z.

@ Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hochste
vorkommende Ableitungsordnung.

©® “Gewohnlich” bedeutet: Es kommen keine partiellen Ableitungen
fiir mehrere Variablen vor.
(Partielle Differentialgleichungen kommen spéter.)

@ Manchmal verwendet man auch komplexwertige Funktionen, um
unter Verwendung von Real- und Imaginarteil zu reellwertigen
Losungsfunktionen einer Differentialgleichung zu kommen. Dies
insbesondere, wenn man Euler-de Moivre zur Anwendung bringen
kann: e'® = cos(z) +isin(z).



Eine Differentialgleichung stellt einen Zusammenhang zwischen einer
Funktion und einigen ihrer Ableitungen her. Es kommt in Technik und
Naturwissenschaften oft vor, dass man von einer gesuchten variablen
Grofie nur diesen Zusammenhang kennt und versucht, sie daraus zu
bestimmen.

Es ergeben sich folgende Fragen:

Besitzt die vorliegende Differentialgleichung eine Losung?
Kann man die Lésungen berechnen?

Kann man aus diesen Losungen die herausgreifen, die noch weitere
Bedingungen erfiillen?



3.1.3. Beispiele.

@ Die Differentialgleichung 1. Ordnung
Yy =y

hat als Lésungen alle Funktionen der Form f(z) = Ce®, wobei
C € R eine frei wahlbare Konstante ist.

Sucht man nach der Loésung mit f(2) = 3, so fiihrt das auf

Ce? = 3, also auf C = 3e 2 und somit auf

f(z) = 3e%e® =362 .

@ Die Differentialgleichung 2. Ordnung y” = 0 hat als Losungen alle
Funktionen der Form f(z) = az + b, wobei a, b € R konstant
sind.

Um a und b noch festzulegen, kann man den Wert der Funktion
und den Wert ihrer ersten Ableitung an einer Stelle vorschreiben.



3.1.4. Definition.

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung heifft explizit, wenn die
Funktion G nach y(™ aufgeldst werden kann; wenn man also
schreiben kann

(n)

y™ =g(z,y,9',..., 4" )

mit einer geeigneten Funktion g von n + 1 Variablen.



3.1.5. Definition.

Sei D C R™1 g: D — R stetig und (2o, %0,...,%n_1)T € D. Dann
heiftt

y™ =g(z,9,9',...,y"");

y(20) = %0, ¥'(20) = 41, ---, ¥ V(@) = Yn1
ein Anfangswertproblem.
Eine m-mal differenzierbare Funktion f: I — R heifit Losung des
Anfangswertproblems, wenn gilt

o f(z) = g(z,f(z),f'(z),...,f "V (z)) fiir alle z € I;
° x €l
* f(m) =0, f'(20) =91, -y FPV(20) = Y1



3.1.6. Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Sei D C IR™*! offen und g: D — R stetig.

© (Peano) Fiir jedes (7o, Yo,...,Yn_1)* € D gibt es ein Intervall
I € R so, dass das Anfangswertproblem eine Losung f: I — R
besitzt.

@ (Picard-Lindeldf) Wenn g zusétzlich stetig partiell nach den
letzten n Variablen y, v/, ...,y " V) differenzierbar ist, dann ist
die Losung eindeutig bestimmt.



3.1.7. Beispiel.

Bei dem Anfangswertproblem

y' = \/@; y(0) =0

ist die Funktion g:RR?> — R mit g(z,y) = \/|y| fiir y = 0 nicht partiell
nach y differenzierbar.
Eine Losung des Anfangswertproblems ist durch f(z) = 0 gegeben.
Eine andere Losung ist
_l 2 .
h(a:):{ sz firz <0

jz° firz 20

Also ist das Anfangswertproblem nicht eindeutig 16sbar.



3.2. Trennung der Variablen

3.2.1. Definition.

Seien J, K € R Intervalle. Seien g: J — IR und h: K — R stetig.
Dann heifit
y'=g(z) h(y)

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.



3.2.2. Satz.

Die Voraussetzungen von 3.2.1 seien erfillt und es set h(t) #0
fir alle t € K. Fir oo € J und yo € K definteren wir G:J — R
und H : K = R durch

T Y
G(a:)zj o(t) dt; H(y)zj ﬁdt.
Zo Yo

Ser I € J ein Intervall mit G(I) € H(K). Dann existiert genau
eine Losung f: I — R des Anfangswertproblems

y'=g(z)-hly); y(z) = w.
Diese Losung erfillt H(f(z)) = G(z), sie ist also gegeben durch

flz) = H Y(G(z)) firzel.



3.2.3. Erlauterungen.
@ Da h(t) #0 fiir alle t € K gilt, kann A auf dem Intervall K
nicht das Vorzeichen wechseln (nach dem Zwischenwertsatz

A 1.13.6). Also ist H auf K streng monoton wachsend oder
fallend, vgl. A 2.4.8, und es existiert die Umkehrfunktion H~'.

® G ist diejenige Stammfunktion von ¢, die G(xg9) = 0 erfiillt, und
H ist diejenige Stammfunktion von %, die H(yo) = 0 erfiillt.
Insbesondere gilt G(zp) = H(yo)(=0), und da G und H stetig
sind, gibt es stets ein Intervall 7 € J mit G(I) € H(K).

© Manchmal 138t sich H ! nicht explizit ausrechnen. In diesem Fall
akzeptiert man die Gleichung H(y) = H(f(z)) = G(z) als Losung

in impliziter Form.
O Falls h(yog) = 0 gilt, 16st die konstante Funktion f: J — R mit

f(z) = yo das Anfangswertproblem, da
f'(z) =0=g(z) - h(y) = g(z) - h(f(z)) fiir alle z € J.



3.2.4. Bemerkung.

In der Praxis rechnet man gerne mit Verfahren statt mit Formeln:

Aus d
y' = 22 = g(2) - h(y)
T
folgt
dy
—— =g(z)dz.
R y) g(z)

Integration auf beiden Seiten ergibt:

[H(y)] = j% _ j slalds = [Ew].

also
H(y) = G(z)+c.

Die entstehende Gleichung 16st man, wenn moglich, nach y auf und
bestimmt ¢ so, dass die Anfangsbedingung y(zy) = yo erfiillt ist.



3.2.5. Beispiel.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

T
Y :_51 y?éoi y(mo) = Yo,

|

also g(z) = —z und h(y) =
Integration gemaf 3.2.2 liefer

<

z 1 1
y? — yg :J —tdt:——z2+§$022 G(z)

- 2

N —
N —

H(y) :Jy tdt =
Yo

Also ist die Losung gegeben durch

y =f(z) =+y/2f + y§ — 22

Das Vorzeichen muss man entprechend dem Vorzeichen von gy wéahlen,
und das maximale Definitionsintervall ist I = (—\/ T2 + 32, \/ 2 + y3).




In der Praxis rechnet man folgendermafien: Zunachst wird die

Differentialgleichung umgeformt von
d
y':—y:—E zu ydy = —zdz,
dz Y

Integration auf beiden Seiten ergibt

3% = | vdy = | ~ode = [-3a7,

also
2 2
1y = 2+ c.

Durch Auflosen nach y erhalt man
y=f(z) =+V2c—z2.

Die Konstante ¢ ermittelt man durch Einsetzen der Anfangsbedingung

Yo = flzo) = +y/2¢c — o

2¢ = 2§ + y§.

Somit ist wieder 5 5
f((L’) ::l:\/xo +y0 _$2’

wobei sich das Vorzeichen nach dem Vorzeichen von vy richtet.

als



3.3. Lineare Differentialgleichungen

3.3.1. Definition.

Eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

y'+g(z)-y=bz),

wobei g,b : J — IR stetige Funktionen auf einem Intervall J € R
sind.

Die zugehorige homogene Differentialgleichung ist die
Differentialgleichung

y' +g(z)-y=0.



Wenn man die homogene Gleichung als y' = j—g = —g(z) - y schreibt,
sieht man, dass es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten
Variablen wie in 3.2.1 handelt. Wenn man sie nach der Methode von

3.2.2 16st, ergibt sich
dy _

Y

—g(z)dz
flir y # 0 und damit

In(yl)] = [ ¥ =~ [ gte) do = -Ga)],
dabei ist G eine feste Stammfunktion von g. Also
In(ly)) = —G(z)+c.
Auflésen nach y liefert
|yl = exp(ln(|y|)) = exp(—G(z) + ¢) = ¢ - e ).

Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen besitzt, erhalten wir
damit die Losungen
y = flz) = +et-e 97,

die auf dem ganzen Intervall J definiert sind.



Die konstante Funktion f(z) = 0 ist ebenfalls eine Losung.
Zusammengefasst ergibt sich

3.3.2. Satz.

Die Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung
y' +g(z)y=0

sind genau die Funktionen
f(z) = Ce=C)

mat ewner festen Stammfunktion G von g, wober C € R.
Jede Losung st auf dem ganzen Intervall J definiert.

Ist noch eine Anfangsbedingung y(zo) = yo vorgegeben, dann
ermittelt man C aus der Gleichung vyo = f(zp) = Ce C(®)



3.3.3. Beispiele

@ Die Differentialgleichung
/
Yy =Y
wird zu y' + (—1)y = 0, mit g(z) = —1 und G(z) = —z. Somit
lautet die allgemeine Losung

f(z) = Ce G = Ce?,

fiur einen frei wahlbaren Parameter C € R.

@ Die lineare Differentialgleichung
4

yl =Y, z 7é 07
4z

hat wegen g(z) = —% und G(z) = —41n(|z|) die allgemeine
Losung
y = f(z) = cetlnle) = C|z* = Cz*.

Maximale Definitionsintervalle sind (—oo,0) und (0, +o00).



3.3.4. Die inhomogene Gleichung.

Wir betrachten zwei Losungen fi, fo der inhomogenen
Differentialgleichung

y'+g(z) -y =bdlz),
es gelten also
fi(z)+g(z) filz) = blz)
(@) +g(z) f(z) = blz).
Fiir die Differenz ergibt sich

(fo(z) — filz)) + g(z) - (falz) — filz)) = 0.
Also 16st (fa(z) — fi(z)) die zugehorige homogene Gleichung.

Mit anderen Worten: Von einer inhomogenen Losung fi zu einer
anderen f, kommt man durch Addition einer homogenen Losung
L—h.

Umgekehrt gilt auch: wenn f, die inhomogene Gleichung 16st und fy
die homogene, dann 16st f, + /i, ebenfalls die inhomogene.



3.3.5. Satz.

Es sei fo(z) ewne fest gewdhite partikuldre Losung der
inhomogenen linearen Differentialgleichung

y'+g(z)-y=bz).

Dann besteht die Gesamtheit der Losungen genau aus den
Funktionen der Form

f(z) = folz) + fulz),

wobet f,(z) eine beliebige Lésung der zugehérigen homogenen
Gleichung y' + g(z) -y =0 1st.



3.3.6. Bemerkungen.

@ Das Ergebnis von 3.3.5 wird oft folgendermafien formuliert:
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ergibt sich,
indem man zu einer partikuldren Losung der inhomogenen
Gleichung die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen
Gleichung addiert.

@ Lineare Differentialgleichungen verhalten sich, was das
Losungsverhalten angeht, genau wie lineare Gleichungssysteme,
vgl. L 3.5.4.



3.3.7. Partikularlésung mit Variation der Konstanten.

Motiviert durch die Losung der homogenen Gleichung 3.3.2 macht man
den Ansatz

und versucht, k(z) so zu bestimmen, dass f, die inhomogene
Gleichung vy’ + g(z) - y = b(z) 10st:

()
_ (k(2)- & O®) 1 g(a) - (k(z) - &)

— k'(z) - %@ 4 k(z) - @ . (_g(2)) + g(2) - k(x) - O
_ k'(:z:) . e—G(:c)

da G'(z) = g(z). Es ergibt sich k'(z) = b(z)e®®), also wihlt man fiir
k(z) eine Stammfunktion von b(z)eC®.



3.3.8. Satz.

Die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung

y' + g(z)y = b(z)

sind genau die Funktionen

wobeu:
* G(z): eine Stammfunktion von g(z),
* k(z): eine Stammfunktion von b(z)e®®,
* C € R: fres wahlbare Konstante.

Jede dieser Losungen ist auf dem gesamten Definitionsintervall J
von g und b defintert.



3.3.9. Zusatz.

Ist noch an einer Stelle zy € J die Anfangsbedingung y(z) = Yo
gegeben, so ermittelt man den konstanten Parameter C' aus der
Gleichung

% = f(zo) = (k(z0) + C)e ¢1®)



3.3.10. Beispiel.

Wir betrachten die Differentialgleichung
y' + 2%y = z°

Es gilt also g(z) = z2 und b(z) = z°. Eine Stammfunktion von g(z)
ist G(z) = %x?’. Damit ist die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung gegeben durch

3

fulz) = Ce3%°, C € R.

Variation der Konstanten liefert



Um eine Stammfunktion k(z) zu bestimmen, rechnen wir wie folgt.
J %37 dg
J 3u-edu

= [3u~e"]—J3-e"du
= [Bue¥ — 3eY]

= (23 — 3)es®’]

3

%" wahlen und erhalten

Also kénnen wir k(z) = (23 — S)e%

£olz) = k(z)e €@ = (23 — 3)e3°e 3% = 2% —3

als eine Losung der inhomogenen Gleichung. Damit erhalten wir fiir die
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

F(z) = folz)+ fulz) = 28— 3+ Ce 3%, wobei C € R .



4. Homogene lineare Differentialgleichungen



4.1. Grundbegriffe

4.1.1. Definition.

Es sei J € R ein Intervall und ag,...,a,—1:J — IR stetige
Funktionen. Dann heifit

y ™+ ap 1 (z)y" TV + ..+ ai(z)y’ + ao(z)y =0

eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung.



4.1.2. Bemerkungen.

@ Der Fall n =1 wurde bereits in 3.3.2 behandelt.

® Wenn man die Differentialgleichung explizit schreibt als

y™ = —ao(z)y — ar(z)y’ —- - — ana(x)y" Y,
erkennt man, dass die rechte Seite stetig partiell nach
v,y’,...,y "1 differenzierbar ist. Also ist nach dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz 3.1.6 jedes Anfangswertproblem eindeutig
losbar.

©® Man kann zeigen, dass sich jede Losung auf dem ganzen Intervall
J definieren lasst.



4.1.3. Erinnerung.

Gemaf A 2.2.16 bilden die n-mal stetig differenzierbaren Funktionen
von J nach R einen reellen Vektorraum, der mit C™(J) bezeichnet
wird; d.h. fiir je zwei C"-Funktionen f,g: J — IR und jede reelle Zahl
c € R sind f+ g und cf ebenfalls C"-Funktionen.

Der Differentialoperator D : C™(J) — C™ !(J), der einer Funktion ihre
Ableitung zuordnet, also D(f) = f’, ist eine lineare Abbildung
zwischen diesen beiden Vektorrdumen; d.h. fiir je zwei C™-Funktionen
f, g und jede reelle Zahl c € R gilt
D(f+9)=(+9)'=f"+9'=D(f) +D(g) und

D(cf) = (ef)' = cf ' = eD(f).

Wegen dieses Sachverhaltes erweist es sich als zweckmafig, bei der
Behandlung linearer Differentialgleichungen die Sprache der linearen
Algebra zu benutzen.



4.1.4. Satz.

Die Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen Untervektorraum
von C™(J).

Jede Basis dieses Vektorraums heifSst ein Fundamentalsystem der
Differentialgleichung.

Wenn also fi,...,f, ein Fundamentalsystem bilden, lasst sich jede
Losung der Differentialgleichung eindeutig als ci1fi + ... + cpf, mit
Cl,---, Cn € IR schreiben.



Beweis.

Nach dem Unterraumkriterium L 2.4.4 miissen wir zeigen, dass fiir je
zwel Losungen f, g unserer Differentialgleichung und fiir jeden Skalar
¢ € R die Funktionen f + g und cf ebenfalls Losungen sind.

Dies folgt sofort aus der Linearitdt des Differentialoperators, es gilt ja

(F+a)" =f*+¢* und (/)" = cf™
fiir alle & € IN. Damit folgt

F+9)™+an1(z)(f+9) " V+... 4+ alz)(f+9)
=™+ ap 1 (2)f" VYV + ...+ alz)f
+9™ 4+ ay, 1(z)g" YV +... +a(z)g=0+0=0

Also 16st auch f + g die Differentialgleichung. Fiir ¢f kann man ein
analoges Argument benutzen.
Damit ist die Menge der Lésungen als Vektorraum erkannt.



Um zu zeigen, dass der Losungsraum n-dimensional ist, reicht es nach
L 2.8.13, eine Basis aus genau n Elementen anzugeben.

Wir wahlen einen festen Punkt zg € J. Es seien fy,..., f,—1 die
Losungen der folgenden Anfangswertprobleme:

(k) . |0 fallsj#k
5 (e) = Jk_{ 1 falls j = k
fiir 5,k €{0,...,n — 1}. Wir wollen zeigen, dass diese Funktionen ein

Fundamentalsystem bilden. Gemaf L 2.8.1 miissen wir dazu zeigen,
dass fO: v :fn—l
linear unabhangig sind;

den ganzen Losungsraum erzeugen.



Zur linearen Unabhangigkeit:

Seien cg,...,Cn—1 € R mit cofp + ...+ cp—1fn—1 = 0. Wir miissen
zeigen, dass dann ¢y =--- = ¢p,—1 = 0 gilt.

Auswerten an der Stelle zg liefert

0 = cofo(mo) + ...+ cn1fn—1(m0) = co.

Durch k-maliges Differenzieren und Auswerten an der Stelle zg
erhalten wir analog

k k
0= COfo( N@o) +...+ cn—lfn(,—]l(x{)) =ci

fir k €{1,...,n —1}. Damit sind fj,...,f,_1 als linear unabhingig
erkannt.



Zur Erzeugung:

Es sei f irgendeine Losung der Differentialgleichung. Wir miissen
zeigen, dass sich f als Linearkombination von fy,..., f,—1 schreiben
lasst.

Dazu setzen wir c; = f*)(z) und betrachten die Funktion
g=cofo+ ...+ cp_1fn_1. Diese Funktion 16st ebenfalls die
Differentialgleichung, und es gilt

k k
9" (20) = cof (@) + ... + cn1f ¥ (m0) = ck,

fir k=0,...,n—1. Also 16sen f und g dasselbe Anfangswertproblem,
und wegen der Eindeutigkeit der Losung sind sie gleich, es gilt also

f=9g=cfo+...+cn1fn1.

Damit ist fy,..., fn—1 als Fundamentalsystem erkannt.



In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, wie
man n Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung ansieht, ob sie ein Fundamentalsystem bilden.

Mit Hilfe der Wronski-Matrix kann man dieses Problem im
unendlich-dimensionalen Vektorraum C"(J) auf das entsprechende
Problem im n-dimensionalen Vektorraum IR™ zuriickfiithren.



4.2 1. Definition.

Es seien fi,...,f, Losungen der homogenen linearen
Differentialgleichung

y™ 4+ ap 1 (2)y™ V.t ai(z)y + ao(z)y =0

und zg € J. Dann heifit

fi(xo) fn(xo)
fi'(z) o (20)
W(zo) = . i
A"V (o) £ (20)

die Wronski-Matrix von fi, ..., f, an der Stelle zy, und
det W(xg)

heift die Wronski-Determinante.



4.2.2. Satz.

Es seren fi,...,fn Losungen der homogenen linearen
Dafferentialgleichung

v + a1 (2)y™ TV + .+ a1(2)y’ + ao(z)y =0
und 9 € J. Dann bilden fi,...,fn genau dann ein
Fundamentalsystem, wenn die Wronski-Matriz W (xg) reguldr ist,
oder, dquivalent, wenn fir die Wronski-Determinante gilt:
det W(zp) # 0. Wenn diese Bedingung erfillt ist, dann st die
Lésung des Anfangswertproblems

(n—l)(

y(To) =yo, ---, ¥ To) = Yn—1

gegeben durch f =cifi +... 4+ cpfn, mat

C1 Yo C1 Yo



Beweis.
Seien zum einen fi,..., f, ein Fundamentalsystem. Dann liegt die
Losung f(z) eines gegebenen Anfangswertproblems
y(@) =0, -+, ¥V (20) = Yn 1
im Erzeugnis von fi,..., f,. Also gibt es ¢i,..., ¢, € R mit
f=caft+tch+t...+cnfn.
Folglich ist

afilzn) + ... + cafalzo) =w
(n-1) ' (n-1) .
afi (@) + ... + cfa (20) =yn
Diese Gleichungen lassen sich in Matrixform zusammenfassen zu
G Yo
W(zm) | : | =
Cn Yn—1

Also ist Multiplikation mit W (xzy) surjektiv, und somit W (xg) regular.



Sei zum anderen W(zg) reguldr.

Sei f eine Losung. Sei vi := f ¥ (z) fiir k €1{0,...,n —1}.

Man bestimmt wie im Satz angegeben die Koeffizienten ¢, ..., ¢,.
Das gibt die Losung cifi + ...+ cpfn, des Anfangswertproblems

Zu Yo, ---, Yn—1. Wegen der Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems folgt f = c1fi +... 4+ cnfn-

Somit liegt jede Losung im Erzeugnis von fi, ..., fn.

Da die Dimension des Losungsraums gleich n ist, bilden daher
fi, ..., fn ein Fundamentalsystem.



Fiir lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung gibt es keine
allgemeine Losungstheorie. Wir werden uns daher auf die Betrachtung
linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
beschrianken; d.h. solche der Form

v 4+ a, 1y Y 4y + gy =0

mit ag,...,an—1 € R.
Im Fall n =1 liefert 3.3.2 die Losung

Flz) = e %2

Dadurch motiviert macht man den Losungsansatz f(z) = e*®.



4.3.1. Satz.

Whar betrachten die Differentialgleichung
(n) (n—1) ! _
Y+ an1y +...+ay +ay=0
und thr zugehoriges charakteristisches Polynom
p(X) = X"+ a, 1 X" '+, +a X +ag

mat denselben Koeffizienten.
Fir Ae R und f:R — R:z — f(z):=e gilt

FM (@) + an1f" V(@) + ...+ arf'(2) + aof(z) = p(N)f ().

Insbesondere ist f(z) =e*® genau dann eine Losung der
Differentialgleichung, wenn A eine Nullstelle des Polynoms p(X)
1st.



Beweis.

Es gilt f/(z) = Ae*®, f"(z) = A\%e*® und allgemein
fk)(z) = A\ker® = \Ff(z) fir k£ > 0. Damit folgt

F™ (@) + an 1 f " V() + ... + arf () + aof (z)
= A" 4 a, A" 4 4 gy he® + e’
=(A"+ @ A" L.+ a )+ ag)e?®
=p(A)f(z).

Dies ist genau dann gleich 0 fiir alle z, wenn p(A) = 0 ist.



4.3.2. Satz.

Wenn das charakteristische Polynom
p(X)=X"4+a, 1 X" 4. +aX+a
der Differentialgleichung
(n) (n—1) ! —
v+ anay +. ey +ay =0

die n verschiedenen reellen Nullstellen Aq,..., A, besitzt, dann
bilden die Funktionen fi,...,fn:IR—= R mat

filz) =eM®, ..., fu(z) =€

emn Fundamentalsystem der Differentialgleichung.



Beweis.

Gemaf 4.2.2 reicht es zu zeigen, dass die Wronski-Matrix von fi,...,f
in einem Punkt zy € R regular ist. Wir wahlen 2y = 0 und erhalten

1 1
hy A
wo) =| "
A{;_l L an

Das ist eine sogenannte Vandermonde-Matrix.
Fiir n = 2 erhalten wir

1 1

det W(0) = det ( N

):,\Z—Aﬁéo.



Fiir n = 3 ergibt sich

111 1 0 0
det W(0) = det (A A Ag) — det <A1 Ao—A1 >\3>\1>
A2 22 A2

2332 A2 232 A3A2
— det (AHl A3‘*1) — (Mg — A)(A3 — Ap)det ( VI )
= A%*ﬁ Ag,)\% — 2 1 3 1 A2+A1 Az+A1
= (A2 —A1)(A3 — Ar) det ()\12 Alg)
= (A2—A)(Az3—=A1)(Az—A2) # 0.

Allgemein kann man mit vollstandiger Induktion zeigen:

detW(0) = J] e—2)

1<5j<k<n

Da wir voraussetzen, dass die Nullstellen von p(X) paarweise
verschieden sind, ist also det W(0) # 0 fiir beliebiges n.



4.3.3. Beispiel.

Die Differentialgleichung
y® r2y” 3y’ =0
hat das charakteristische Polynom
p(X)=X34+2X%—-3X.

Die Nullstellen sind A\; =0, Ay =1, A3 = —3.
Also bilden die auf IR definierten Funktionen

filz) =1(=€"), filz) =€ fi(z)=¢€"

ein Fundamentalsystem.



4.3.4. Probleme.

Bekanntermafien hat nicht jedes reelle Polynom 7n-ten Grades n
verschiedene reelle Nullstellen. Es stellt sich also die Frage, wie man ein
Fundamentalsystem bestimmt, wenn einer der folgenden Falle eintritt:

¢ das charakteristische Polynom p(X) besitzt mindestens eine
nicht-reelle (d.h. echt komplexe) Nullstelle;

¢ das Polynom besitzt mehrfache (reelle oder komplexe) Nullstellen.



4.3.5. Komplexe Nullstellen.

In A 1.14.10 wurde die Exponentialfunktion auch fiir komplexe Werte
definiert, und es ergab sich fir u, v € R:

e¥ v — e¥%el? — e¥(cos(v) +isin(v)) = e*cos(v) +ie¥sin(v) .

Wir kénnen daher fiir A = a +ib € € die Funktion f : R — C(= IR?)
mit
f(z) = e’ = e®® " — 9% cog(bz) + ie%” sin(bz)

betrachten. Fiir die Ableitung ergibt sich mit der Produktregel
f'(z) = (ae® cos(bz) — be* sin(bz)) +i(ae® sin(bz) + be cos(bz))
Andererseits gilt

Xe*® = (a + bi)(e® cos(bz) + ie® sin(bz))
= (ae* cos(bz) — be*® sin(bz)) +i(ae® sin(bz) + be® cos(bz))



Also gilt die Regel
!
(ekr) :)\eAI

auch fiir komplexe Werte von A. Per Induktion folgert man daraus
(k)
(eAx> — Akez

fiir alle k£ € IN.

Wenn also A = a +ib € € mit b # 0 eine echt komplexe Nullstelle des
charakteristischen Polynoms p(X) unsrer linearen
Differentialgleichung ist, gilt fiir die komplexwertige Funktion
f:R— C: z— e, daR sie die Differentialgleichung erfiillt.

Um damit zu einer benotigten reellwertigen Losungsfunktion zu
gelangen, stellt man folgende Uberlegung an:

Sei A = a +1ib eine echt komplexe Nullstelle des reellen Polynoms
p(X), wobei a, b € R.

Dann ist die konjugiert komplexe Zahl A = a — ib ebenfalls eine
Nullstelle von p(X); vgl. L 5.1.9.



Also erfiillt auch g: IR — € mit g(z) = e’ die Differentialgleichung.
Es gilt
g(z) = eaz—ibz

=e% cos(—bz) + ie** sin(—bz)

= e cos(bz) —ie* sin(bx)

= f(z).
Mit f und g erfiillen auch alle Linearkombinationen von f und g die
Differentialgleichung, insbesondere also f; := Re(f) = %( f+g) und
fi=Im(f) = %(f — g). Damit erhalten wir die reellwertigen
Losungsfunktionen fi, f> : R — R mit

filz) =e*®cos(bz); falz) =e* sin(bz).



4.3.6. Satz.

Set A=a+ibec C mit a € R und b € R\ {0} eine echt kompleze
Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(X) der betrachteten
Diifferentialgleichung; vgl. §4.3.

Dann sind die Funktionen fi,fo: IR — R mat

filz) =e* cos(bz);  fo(z) = e* sin(bz)

linear unabhdngige Losungen dieser Differentialgleichung.



4.3.7. Beispiel.

Die Differentialgleichung

y'+y=0
hat das charakteristische Polynom
p(X)=X?+1
mit den Nullstellen A1 =1i=0+1i und )\2 —1=0—1i. Also sind
fi(z) = €% cos(1z) = cos(z) und fo(z) = €% sin(1z) = sin(z) linear

unabhang1ge Losungen.

Da der Losungsraum Dimension 2 hat, ist damit f;, f> bereits ein
Fundamentalsystem.

Direkte Uberpriifung: Die Wronski-Matrix

cos(0) sin(0) 10
(0) < —sin(0) cos(0) 0 1
ist invertierbar. Dies zeigt erneut: fi, fo ist ein Fundamentalsystem.
Vgl. auch Beweis von 4.1.4.



Den Differentialoperator D mit D(g) = g kann man iterieren, und
erhilt D™(g) =D(D(...(D(g))...) = ¢'™ fiir m € IN. Fiir m =0
definiert man D™ = DO als Identitit, d.h. man setzt D°(g) = g.
Fiir ein Polynom ¢(X) von der Form

A X) =X+ bg 1 X9 4+ b0 X+ b
kann man dann den Differentialoperator
q(D) =D%+ bg_1D¥ 14 ... 4 5D+ bD°

bilden, der auf d-fach differenzierbare Funktionen folgendermafien
angewendet wird:

g(D)(g) =D%g)+ bg_1D¥(g) +...+ b:D(g) + bog
g( )+bd 1g(d 1)+...+blg'—|—bog



Es lasst sich eine homogene lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten mit Hilfe ihres charakteristischen
Polynoms p(X) schreiben als

p(D)(y) =0.

Man kann solche polynomialen Differentialoperatoren
hintereinander ausfiihren. Dabei multiplizieren sie sich genauso
wie bei der Multiplikation von Polynomen. Liegt also ein Produkt
von Polynomen

q(X) = q(X) @(X) = @(X) a(X)

vor, dann wird flir eine geniigend oft differenzierbare Funktion g:

q(D)(g) = q1(D)(g2(D)(9)) = ¢2(D)(q:(D)(g)).



Wir zerlegen das charakteristische Polynom p(X) unserer
Differentialgleichung in Linearfaktoren.

p(X) = (X —=A)™ (X —A2)™ ... (X — Ag)™
(X = p)™ (X =)™ (X = ) ™(X =)™,

Dabei sind Ai,..., Ax die verschiedenen reellen Nullstellen mit
Vielfachheiten n,...,ng, und (@1, %),..., (&1, %;) sind die Paare
verschiedener nicht-reeller Nullstellen mit Vielfachheiten myq,..., m;.
Fiir den Grad des Polynoms p(X) gilt also

n=n+...+ng+2m +...4+2my.



Wegen der Vertauschungsregel fiir polynomiale Differentialoperatoren
gilt der folgende

4.4.1. Satz.

Wenn fiir eitne Funktion f eine der Bedingungen

(D—X;)™(f) =0, wobeijell,..., k}
(D—%;)™(f) =0, wobeij€{1,...,1},

erfiullt ist, dann gilt auch
p(D)(f) =0.

Also st f Losung der Differentialgleichung

p(D)(y) =0.



4.4.2. Beobachtung.
Im Fall A =0 sind die Funktionen, die der Bedingung
(D—=X™(f) =D™(f) =f"™ =0

geniigen, genau die Polynome vom Grad hochstens m — 1.
Anders formuliert: Die Funktionen fi(z) =1,...,fn(z) = ™ ! bilden
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung y(™ = 0.

Mit Hilfe des folgenden Satzes lasst sich der allgemeine Fall auf diesen
Spezialfall zurtickfiihren.

4.4.3. Satz (Verschiebungsregel von Heaviside).

Fir pe €, m =20 und eine m-fach differenzierbare Funktion f(z)

gult
D™ (e - f(z)) =" - (D4 p)"(f(z)) .



Beweis.

Wir fiuhren einen Induktionsbeweis tiber m .

m =0:

D°(e"* - f(z)) = ¢ - f(z) = ¢" - (D + u)°(f (=) -

@ Die Induktionshypothese ist:

Es folgt

D™ (e - f(z)) = - (D + p)™(f(z))

D™+ (e - f(z))

D(D™(e#* - f(z)) = D(e** - (D + p)™(f(z)))
pet® - (D + pw)™(f(2)) + e - D((D + u)™(f(2)))
et” - (D + p)(D + )™ (f(2))

et - (D + p)™ " (f(z)) .



4.4.4. Folgerung.
Sei A € €. Die Funktionen f(z), die der Bedingung

D=N"(f(z)) =0

gentigen, sind genau die Funktionen der Form

mit einem Polynom r(z) vom Grad hochstens m — 1.

Beweis.

Wegen 4.4.3 gilt flir eine Funktion f genau dann (D — A)™(f(z)) =0,
wenn D™ (e **f(z)) = 0. Nach 4.4.2 ist diese Bedingung dquivalent
dazu, dass 7(z) = e *?f(z) ein Polynom vom Grad hdéchstens m — 1
ist. Damit wird f(z) = e**r(z). O



4.4.5. Satz.

Es sex
Y™+ an 1yt ay +ay =0

eine homogene lineare Differentialgleichung mit zugehorigem
charakteristischen Polynom p(X). Die Linearfaktorzerlegung von
p(X) set gegeben als:

p(X) =(X —=A)™(X —X)™ ... (X — Ag)™-
(X = p)™ (X =)™ (X — )X — )™

Daber sind Ay, ..., A, die verschiedenen reellen Nullstellen mait
Vielfachheiten ny,...,ng, und (41, B1),.-., (41, ;) sind die Paare
verschiedener nicht-reeller Nullstellen mit Vielfachheiten

ma,..., m;. Weiterhin sei

K = a; +1p;.



Dann bilden die folgenden n=n; +...+ ng +2my +... +2my
Funktionen ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung:

eM? geMT | gmlehi? (n; Funktionen)
e T getk g lehk® (ny Funktionen)
e*1% cos(B1z),..., 2™ Le* % cos(f1z) (my Funktionen)
e*? cos(Biz),...,z™ e cos(Biz)  (m; Funktionen)
e %gin(B1z),...,z™ e %sin(B1z) (m; Funktionen)

e sin(Biz),...,z™ 1e*?sin(B;z)  (m; Funktionen)



Der Beweis ergibt sich aus unseren bisherigen Uberlegungen. Nach
4.4.4 und 4.4.1 sind alle angegebenen Funktionen Losungen der
Differentialgleichung. Im Fall nicht-reeller Nullstellen verfahren wir wie
in 4.3.5. Da wir insgesamt n Funktionen erhalten haben, bleibt nur
noch zu zeigen, dass diese linear unabhangig sind. Das hat die
Mathematik mit Hilfe der Wronski-Matrix gezeigt, vgl. 4.2.1.



4.4.6. Beispiel

Die lineare Differentialgleichung

y!" —5y® 4 5y 4 15y — 25y _19y” 4 35y’ + 25y =0
hat das charakteristische Polynom

p(X)=X"—5X54+5X5%+15X*—25X3—19X2%+35X +25
Die Nullstellen sind

M=-1,nm=3 pp=2+1, 4;,=2—-1i,m =2.

Also bilden die Funktionen
%, hlz) =ze7®, fi(z) = 2%,

e
fa(z) = &** cos(z), fs(:r) = ze** cos(z),
e

Tsin(z), fr(z) = ze®sin(z)

ein Fundamentalsystem.



5. Inhomogene lineare Differentialgleichungen



5.1. Begriff

5.1.1. Definition.

Eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

v+ a1 (2)y" V4 4 a(2)y + alz)y = b(z)

mit stetigen Funktionen ayg,..., an—1,b:J — R auf einem Intervall
J € R. Die Funktion b(z) heiRft Inhomogenitdt oder Storfunktion.
Die zugehorige homogene Differentialgleichung sei

Y™ + a1 (2)y" Y 4.+ a(2)y’ + ao(z)y = 0.



Genau wie in 3.3.5 erhalt man:

5.1.2. Satz.

Sei fo : J — R eine fest gewdhite partikuldre Losung der
inhomogenen linearen Differentialgleichung

Y™ + a1 @)y L+ a(2)y + ao(2)y = b(2).
Dann erhalten wir alle Losungen in der Form
flz) = folz) + fulz)

wobei f,(z) eine beliebige Lésung der zugehérigen homogenen
Dafferentialgleichung ist.



Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
v+ ana(@)y™ Y 4+ a2y’ + aolz)y = b(z)

und nehmen an, dass wir schon ein Fundamentalsystem von Losungen
fi,.. ., fn: J — R fiir die zugehorige homogene Gleichung kennen.

Um eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung zu finden
macht man wie in 3.3.7 den Ansatz:

fp(m) = Cl(l’)fl(w) +...+ Cn(l')fn(m)

und versucht Funktionen c¢i,...,cs : J — IR so zu bestimmmen, dass
fo die inhomogene Gleichung 16st.



Mit Hilfe der Produktregel berechnet man

Llz) =alz)ff(z)+...+ culz)fs(2)
+(ci(z)filz) +...+ cp(z)fu()).

Man fordert, dass der Ausdruck in der Klammer gleich Null ist.
Dann ergibt sich fiir die zweite Ableitung mit der Produktregel

fo'(@) =al)ff(z)+.. +cn() (z)
+(ci(z)f (z) + cplz )fn(w))-

Man fordert, dass der Ausdruck in der Klammer gleich Null ist.

Man iteriert diesen Prozess bis zur (n — 1)-ten Ableitung von fy(z).



Fiir die n-te Ableitung von f, erhélt man dann

@) =a@)f™@) +.. + )V ()
—l—(cl’(x)fl( Vo) +.. 4+ c (@)™ V(z).

Man fordert nun, dass der Ausdruck in der Klammer gleich b(z) ist.
Die Forderungen ergeben das folgende Gleichungssystem:

d@)f”(z) + ... + chlafi’(z) =0

d@fiMz) + .+ @A) =0

d@f" V@) + .+ @R @) =be).

Mit Hilfe der Wronski-Matrix W(z) kénnen wir das auch schreiben als:
ci(z) 0
W(z) =

cp () 0
chlz b(z)



Da die Funktionen fi,..., f, Losungen der homogenen Gleichung sind,
sieht man durch Einsetzen, dass f, eine Losung der inhomogenen
Gleichung ist:

AVE) + an (@) V(@) + ... + ao(z)fy(2)

=b(z) + a1(@)" () + ...+ cal2)fa™ ()
+an-1(@)((@)f" V(@) + ...+ cala) " ()

tao(@) (e (@)fi(@) + ...+ enl) o)

= b(z) + ar(@) (" (@) + an 1 (@) V(@) + ... + ao(z)fi(z))

ten(@) (7 () + ana (@) V(@) + ... + ao(2)fa(z))

= b(z).



5.2.1. Satz.

Gegeben sei die inhomogene lineare Differentialgleichung

y ™+ a1 (2)y" TV 4+ a(z)y + aolz)y = b(z).

Wesiterhin set fi,...,fn ein Fundamentalsystem der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung mit Wronskimatrix W(z). Dze
Funktionen ci,...,cn : J — R seien Stammfunktionen der durch

ci(z) 0

W(z) : =
cp1(T) 0

cn(z) b(z)

bestimmten Funktionen c{,...,c,:J — R. Dann st fy: J — IR mat

flz) = alz)fi(z) +...+ cn(z)fnlz)

emne Losung der inhomogenen Differentialgleichung.



5.2.2. Beispiel

Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
y" +y=tan(z) auf J:= (—Z,4+%) .

Nach 4.3.7 bilden fi(z) = cos(z) und f>(z) = sin(z) ein
Fundamentalsystem zu y” + y = 0. Fiir ihre Wronskimatrix gilt

Wi(z) = < cqs(:c) sin(z) )

—sin(z) cos(z)

Wir haben also zu l6sen:
cf(z)) 1.

<c2'(z)> = Wiz (

_ (COS( z) —sin(z

—  \sin(z) cos(z

_ ( sin

Sl

Wir erhalten zunachst die Stammfunktion cy(z) = —cos(z).

0
tan(
)

»)
) - (st

o
olten(a))

in(z



Um eine Stammfunktion c¢;(z) von c{(z) = —sin(z)tan(z) = _s::i(xi)z

zu berechnen, substituieren wir v = sin(z), also du = cos(z) dz, und
erhalten:

o) = (-T2,
) cos(z)
= 22:(1(1):32 cos(z)dz = J 1—_u22 du

(1—u?—1 1
[ 1 1 1 1

= <1— + - )du
] 2u4+1 2u-—1

1 1
= |u— g mn(u+ 1)+ Influ - 1|)]

_ |sin(z) — %111(1 +sin(z)) + %111(1 _sin(a))

Die Betrage beim ln wurden so eingesetzt, dass die Argumente auf J
positiv werden.




Damit erhalten wir die partikulare Losung

folz) = clz)fi(z) + co(z)fa(z)
= (sin(a:) — %ln(l +sin(z)) + %ln(l — sin(a:)) cos(z)
+(—cos(z)) sin(z)
= %cos(m)(ln(l —sgin(z)) —In(1 +sin(z))).

Jede Losung der inhomogenen Differentialgleichung y” + y’ = tan(z)
auf J ist also von der Form

f(z) = Zcos(z)(In(1 —sin(z)) — In(1 + sin(z))) + dy cos(z) + dpsin(z) ,

=folz) =fu(z)
wobei di, dy € R.



Die Methode der Variation der Konstanten funktioniert im Prinzip
immer (wenn man ein Fundamentalsystem kennt), kann jedoch zu sehr
aufwendigen Rechnungen fiihren.

Bei speziellen rechten Seiten (= Storfunktionen) von inhomogenen
linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten gibt es eine einfachere Methode zur Berechnung einer
partikuldren Losung. Dabei handelt es sich um Storfunktionen, die
auch als Losungen fiir homogene Differentialgleichungen in Frage
kommen, also um Funktionen, die sich multiplikativ aus
Exponentialfunktionen, sin- und cos-Funktionen und Polynomen
zusammensetzen.



5.3.1. Bemerkung.

Sei p(X) ein Polynom. Sei p € C. Sei ¢ : IR — R eine hinreichend oft
differenzierbare Funktion.
Dann gibt Heaviside

p(D)(e** - g(z)) =€** - p(D + p)(q(z)) ;

vgl. 4.4.3.

Falls g(z) ein Polynom von Grad k und g eine m-fache Nullstelle des
Polynoms p(X) ist, dann ist p(X + ) durch X™ teilbar und also
p(D+ u)(g(z)) ein Polynom vom Grad k — m. Jedes Polynom von
Grad k — m kann so erhalten werden.



5.3.2. Satz.

Gegeben sei die itnhomogene lineare Differentialgleichung mat
konstanten Koeffizienten

v ™+ a1y YV + 4 ay + agy = r(z)eH®

wober r(z) ewn Polynom von Grad d st und u € C.
War betrachten das charakteristische Polynom p(X).

@ Falls p(p) #0 gilt, dann hat die Differentialgleichung eine
partikuldre Losung der Form fy(z) = s(z)et® mit einem
Polynom s(z) von Grad d.

@ (Resonanzfall) Falls p eine m-fache Nullstelle von p(X) ust,
wobet m = 1, dann hat die Differentialgleichung eine
partikuldre Losung der Form fy(z) = z™ s(z)et® mat einem
Polynom s(z) von Grad d.



Beweis.

Sei m = 0, wobei m = 0 dem Fall p(u) # 0 entspricht.
Man macht den Ansatz f,(z) = g(z)e*® mit einem Polynom g¢(z) von
Grad k. Nach 5.3.1 ist

p(D)(fo(z)) = p(D)(g(z) - e**) = e - p(D + p)(q(z)),

und p(D + u)(g(z)) ist ein Polynom vom Grad k£ — m. Damit f, eine
Lésung der Differentialgleichung wird, sollte p(D + )(g(z)) = r(z)
gelten. Also miissen wir Kk = m + d wahlen. Eine Zusatziiberlegung
zeigt, dass man sogar ¢(z) = 2™s(z) mit einem Polynom s(z) von
Grad d erreichen kann.

Man erhélt s(z) also durch Lésen der Gleichung

p(D + p)(z™s(z)) = r(z),

in der keine Exponentialfunktion vorkommt. []



5.3.3. Bemerkungen.

@ Um p(D + p) zu berechnen, ersetzt man X durch X + g und
bestimmt das Polynom p(X + ). Darin setze man dann D ein.

@ Ist p € € echt komplex, so erhédlt man ein Polynom s(z) mit
komplexen Koeffizienten.

© Ist die rechte Seite 7(z)e cos(bz) = Re(r(z)eleti?)%)  wobei
a,b € R, so nehme man ersatzweise als rechte Seite r(z)e(etit)z
berechne dafiir fp(z) wie in 5.3.2 und erhalte die partikulare
Losung fy(z) = Re(f,(z)) fiir die rechte Seite 7(z)e®” cos(bz).

Ist die rechte Seite r(z)e® sin(bz) = Im(r(z)e(@®)?)  wobei
a,b € IR, so nehme man ersatzweise als rechte Seite r(z)e(atib)z
berechne dafiir f;(m) wie in 5.3.2 und erhalte die partikulare
Losung fp(z) = Im(f,(z)) fur die rechte Seite 7(z)e sin(bz).



5.3.4. Beispiel.

Wir betrachten die Differentialgleichung
y/// o 2y// — (4:1)2 _ 6)621:.

Das charakteristische Polynom p(X) = X3 —2X2 = X?(X —2)! hat
p =2 als Nullstelle mit Vielfachheit m = 1 (Resonanzfall). Wir setzen

. folz) = z'(s2z® + 512 + s0)e?® .

Erster Losungsweg (ohne Heaviside):

folz) =z(s2@? 4 512 + 59)e*”
= (523 + 5122 + 5oz )e?®
fl(z) = (8s22% 42512 + 50 + 2522° + 25127 + 2502 )e**

25,23 + (355 + 251)x2 + (251 + 259)T + 50)e*®
4553 + (1259 + 451) T2 + (655 + 851 + 459)T + 251 + 45g)e?®
85513 + (3655 + 8s1)x2 + (3655 + 2451 + 8sg)z
+65y + 1251 + 1255)e?®
Auch £ und f;" resultieren dabei aus der Produktregel.

5 (2)

()

(
(
(
(



Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

f"(z) —2£"(z) = (0- x3 4 125,22 + (2455 + 851)x + 655 + 851 + 45g)e??

P |
= (422 —6)e*®

Koeffizientenvergleich bei z2, z und 1 fiihrt auf das lineare
Gleichungssystem

125, =4
2455 +8s; =0
632 + 831 + 450 =—6
mit der eindeutigen Losung
1
Sy = g; 81 = —].; so = 0.

Damit erhalten wir die partikulare Losung

folz) = :z:(%:c2 — z)e®?.



Zweiter Losungsweg (mit Heaviside):
Wir wollen fy(z) = z(s222 + s12 + 50)e?® = e?% (52> + s12% + spz) in
die linke Seite einsetzen und mit der rechten Seite abgleichen: Es wird
(2) —2f)'(z) = (D®—2D?)(f(2))

= p(D)(f(z))

= p(D)(e**(spz3 + 5122 + sp))

= €2 p(D+2)(502% + 5122 + 5oz) = €2*(4z% —6).
Wir haben p(X) = X3 —-2X2 = X2?(X —2), also
p(X +2)=(X+232(X+2—-2)=X3+4X2%2+4X, und folglich
p(D + 2)(s2z3 + 5122 + sp)
= (D® 4+ 4D? 4 4D)(spz3 + 5122 + spz)
= (5323 + 5122 + spz) " + 4(s32% + 5122 + spz)" + 4(syz3 + 5122 + spz)’
=65y + 4(653z + 251) + 4(35,22 + 2512 + Sp)
= 125,22 + (2455 + 851)x + (655 + 851 + 450) L 4226,
Koeffizientenvergleich fiihrt auf dasselbe lineare Gleichungssystem wie
s1=-—1, s =0,

vorher, und damit auch auf dieselbe Losung s; = %,

dh. fo(z) = z(32% — z)e*®.



5.3.5. Beispiel.

Wir betrachten die Differentialgleichung
y" +y =e *sin(2z).
Es ist e ®sin(2z) = Im(el~1%22)  Also betrachten wir ersatzweise
y// +y= e(—1+2i)a: — ehZ
Das charakteristische Polynom X2 + 1 hat u = —1 + 2i nicht als
Nullstelle. Wir sind also nicht im Resonanzfall. Ansatz:
f; (33) = ce#$7
mit dem konstanten Polynom s(z) = ¢ von Grad 0, welches wir zu
bestimmen haben. Es gilt
Y _ T _ 2
fo (2) = pce?® und f' (z) = pu”cet”.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
fg’ (z) —i—f; (z) = p?ce!® + ce® = (u? +1)cet® EVES

(Das stellte keine Schwierigkeit dar — also kein Bedarf an Heaviside.)



Damit erhalten wir

1 1 1
c = = . — B
wr+1  (—1+42)02+1 1—4i—4+1
I —2+4i 244 —142i
C—2—4i (—2—4i)(—2+4i) 4+16 10

(—1+21)z

Fir y"+y=e ergibt sich wie in 5.3.2

—1+2i

folz) = cet® = cel 12z — T e “(cos(2z) +isin(2z))
= 1—10(3700((— cos(2z) — 2sin(2z)) +1(2cos(2z) —sin(2z)) ).

—1+2i)z

Da e *sin(2z) der Imaginarteil von e ist, ist von f; (z) noch

der Imaginarteil zu nehmen: Es ist

L e ¥ (2cos(2z) —sin(2z))

fole) = Im(f; (2)) =

eine partikuldre Losung der Differentialgleichung y” + y = e %sin(2z).



5.3.6. Satz (Superpositionsprinzip).

War betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
v a1y V4 ay + ay = b;(z)

mit verschiedenen rechten Seiten bj(z), wober 1 <7 < k.

Die linke Seite bleibt daber gleich.

Sei fo,j(x) eine partikuldre Losung der Differentialgleichung mit
rechter Seite b;(z).

Dann st

(@) =foulz) +... + for(z)
eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung mait rechter
Seite
b(z) =bi(z) +...+ be(z) .



5.3.7. Beispiel.

Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
y" +y =tan(z) +e “sin(2z), z € (—7/2,+7/2).

Nach 5.2.2 und 5.3.5 hat diese Differentialgleichung die partikulare
Losung

folz) = %cos(m)(ln(l—sin(m))—1n(1+sin(m)))+%e*” (2cos(2z) —sin(2z)) .

5.3.8. Bemerkung.

Falls der Ansatz nach Art der rechten Seite verwendbar ist, sollte man
ihn auch benutzen, da der Rechenaufwand geringer ist als mit
Variation der Konstanten.



In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einem weiteren Verfahren zur
Losung von homogenen und inhomogen linearen
Differentialgleichungen beschaftigen.

Dabei wird eine gegebene Differentialgleichung mit Hilfe der
Laplace-Transformation in eine algebraische Gleichung verwandelt.
Diese wird dann gelost und danach wieder zuriicktransformiert.

Die Laplace-Transformation wird hauptsachlich bei zeitabhangigen
Differentialgleichungen benutzt, deshalb schreiben wir ¢ statt z fiir die
unabhangige Variable.



5.4.1. Definition.

Sei f:[0,400) — IR eine Funktion. Dann heift

+00
F(s) = L f(t)e stdt

die Laplace-Transformierte von f(t), geschrieben

oder kurz F = L(f).

Die Laplace-Transformierte ist definiert fiir alle s € IR, fiir die dieses
uneigentliche Integral konvergiert.



5.4.2. Bemerkungen.

@ Man kann zeigen: Es gibt ein sy € IR derart, dass die
Laplace-Transformierte F'(s) von f(t) fiir alle s > so definiert ist.

@ Es ist iiblich, die Ausgangsfunktion mit einem kleinen Buchstaben
und ihre Laplace-Transformierte mit dem zugehorigen grofien
Buchstaben zu bezeichnen.

©® Die Funktion f(t) darf auch Werte in € annehmen. Das wird fiir
L(sin(t)) und L(cos(t)) helfen, siehe 5.4.6 unten.



5.4.3. Beispiel.

Wir betrachten die konstante Funktion f(¢) = 1 auf [0, +o0).
Fir die Laplace-Transformierte F'(s) = L(f(t)) ergibt sich

r 1 t=r 1 1
F(s)= lim | e®dt= lim |—Z¢®| = lim —=(e"—1)==
S S

r—+00 Jg r—+00 t=0 r—+oo 8§
fir s > 0.

Kurz, es ist £(1) = %



5.4.4. Beispiele.

® Es wird
g T
E(eat) = lim J eate—st dt = lim J e(a—s)t dt
Tt Jo rtoo |,
t=
= lim 1 e(a—s)t 3 — lim 1 (e(a—s)r_l)
r—4+o0o0 | @ — 8 =0 rotoo @ — S
1 .
= fir s > a.
s—a
® Es wird
" 1 =1
L(t) = lim J teStdt — lim |——eSt — _ze_St:|
r—-+00 ) r+oo s 5 o
1 1
= lim _Ie—sr — e —
r—-+00 S 32 32
.
= furs>0.
S

© Mit Induktion und partieller Integration rechnet man nach:

L(t") = fiir s > 0.

Sn+1



5.4.5. Satz (Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation).

@ Linearitat: Fir Laplace-transformierbare Funktionen
f(t), g(t) und reelle Zahlen a,b € R (allgemeiner a,b € C)
gult:
L(af(t) + bg(t)) = aL(f(¢)) + bL(g(1)).
® Ddmpfungsregel: Fur eine Laplace-transformierbare Funktion
f(t) mat L(f(t)) = F(s) und ewne reelle Zahl a € R
(allgemeiner a € C) gilt:

L(e*f(t)) = F(s — a)
© Streckungsregel: Fir eine Laplace-transformierbare Funktion

f(t) mait L(f(t)) = F(s) und eine positive reelle Zahl a > 0
gult:

£(f(at) = - F(3)



5.4.6. Beispiele.

©® Fiir w € R gilt e“? = cos(wt) + isin(wt). Aus der Linearitat folgt
dann

L(cos(wt)) +iL(sin(wt)) = L(cos(wt) +isin(wt)) = L(e¥?)

1 s+iw
s —iw  s24w?
Also gilt
L(cos(wt)) = s und L(sin(wt)) = d
S s2+w? S s2+w?

sowie, mit der Dampfungsregel,
L(e® cos(wt)) = (‘S_‘:ﬁ und
w

L(e% sin(wt)) = [EEreEy

® Genauso wird |
n!

L(eattn) = m o



5.4.7. Bemerkung.

Im zweiten Beispiel kann man fiir a auch iw einsetzen und damit,
analog zum ersten Beispiel, die Laplace-Transformierten von t” cos(wt)
sowie t"sin(wt) berechnen. In einem zweiten Schritt kann man dann,
mit Hilfe der Dampfungsregel, auch die Laplace-Transformierten von
t"e cos(wt) sowie t"e® sin(wt) berechnen.

Damit konnen wir die Laplace-Transformierten von allen Funktionen
berechnen, die beim Ansatz nach Art der rechten Seite als
Inhomogenitaten erlaubt sind. Dabei erhalten wir genau die rationalen
Funktionen, bei denen der Grad des Zahlers kleiner ist als der Grad
des Nenners.



5.4.8. Satz (Umkehrbarkeit der Laplace-Transformation).

Es seien f,g:[0,+00) — IR stetige, Laplace-transformierbare
Funktionen. Wenn dann L(f) = L(g) gilt, so gilt auch f =g.

Ist L(f(t)) = F(s), dann schreiben wir auch f(t) = L71(F(s)): die
inverse Laplace-Transformierte von F(s) ist f(t).

Mit anderen Worten: die Laplace-Transformation ist injektiv,
aufgefasst als Abbildung zwischen Funktionenrdaumen.

In aller Regel ist die Laplace-transformierte Funktion F'(s) ein Bruch
von Polynomen, und der Grad des Zahlers ist kleiner als der Grad des
Nenners.

Wenn man fiir ein F'(s) dieser Art eine Partialbruchzerlegung
durchfiihrt, kann man es mit Hilfe unserer Beispiele
zuriicktransformieren zu f(%).

Nebenbemerkung: Die Umkehrung £ ! der Laplace-Transformation liefe sich auch

durch ein uneigentliches Integral in der komplexen Zahlenebene ausdriicken, welches
von uns aber nicht behandelt wird.



5.4.9. Satz

Set f:[0,+00) — R eine n-mal differenzierbare,
Laplace-transformierbare Funktion. Sei F(s) = L(f(%)).
Dann gilt fiir die Ableitungen von f(t):

L(f'(t)) = (f(t)) f(0) =sF(s)—f(0)

L(f"(t)) =s?L(f(t)) — sf(0) — f'(0) = s>F(s) — sf(0) — f'(0)

L(f™M(2) = Snﬁ(f(t)) — sn71f0(0) — sn 2 (0) — ... — sPF(n~1)(0)
= s"F(s) — s 1f0)(0) — s 2f(1)(0) — ... — sOF(»=1)(Q)

Fr die Laplace-Transformierte der Stammfunktion von f(t) gilt.

L (th(a:) d:v) = 11-7'(3)
0 S

Fir die Ableitungen der Laplace-Transformierten F(s) gilt:
L((=1)"t"f(t)) = F™(s)



5.4.10. Bemerkung.

Sei f(t) die gesuchte Losung von

y™ +an 1y Y £+ ay’ F agy = g(2)

y(0) =50, ¥'(0) =91, .-, ¥ V(0) =yn1.
Anwendung der Laplace-Transformation auf beiden Seiten gibt

L™ () + anaf V() + ... + af'(2) + aof () = L(g(t))
SPE(8) 4+ an_18" 1F(s)+...+ a1sF(s) + agF(s) —q(s) = G(s)
p(s)F(s)—q(s) = G(s).

Dabei ist g(s) ein Polynom vom Grad < n — 1, in dem alle geméaf
5.4.9 entstandenen sonstigen Summanden enthalten sind. Da die
Anfangswerte von f(t) bei ¢t = 0 bekannt sind, kennt man auch g(s).
Nun 16se man nach F'(s) auf.

Ist G(s) ein Bruch von Polynomen, so kann auf der rechten Seite nun
eine Partialbruchzerlegung hilfreich sein.

Dann transformiere man F(s) zum gesuchten f(t) zuriick.



5.4.11. Beispiel.

Sei f(t) die Losung des Anfangswertproblems y” — 3y’ + 2y = 6e ¢,
y(0) =9, y'(0) =6. Sei F(s):= L(f(t)). Dann gilt:

2F(s) — 95 — 6 — 3(sF(s) — 9) + 2F(s) = ——

s+1
Es folgt 5 6
(s —33+2)F(s)—93—6+27=s—+l
und damit
Fls) = 6 i 9s—21 = 6+(9s—21)(s+1)
(s+1)(s—1)(s—2) (s—1)(s—2) (s+1)(s—1)(s—2)
952 —12s — 15 1 9 -1

TG DG_D6-2 s+1 s—1 s—2

Inverse Laplace-Transformation gibt hieraus die Losung des
Anfangswertproblems zu

f(t) = et +9et —e?!



5.4.12. Definition.

Es seien f, g:[0,+00) — R Laplace-transformierbare Funktionen.
Dann ist die Faltung f % g : [0,4+00) — IR von f und g definiert durch

t

Fra)®) = F(t)%g(t) = J f(t - 2)g(z) de.

0



5.4.13. Eigenschaften der Faltung.

Es seien f, g, h:[0,400) — R Laplace-transformierbare Funktionen.
Dann gilt:

© (Kommutativgesetz) f* g =g x f
@ (Assoziativgesetz) fx (g*xh) = (f*xg)*h
© (Distributivgesetz) fx (g +h)=f*xg+f*xh



Die wichtigste Eigenschaft der Faltung ist ihr Verhalten bei
Laplace-Transformation, und zwar gilt:

5.4.14. Satz.

Es seten f,g:[0,+00) — R Laplace-transformierbare Funktionen.
Dann st f x g ebenfalls Laplace-transformierbar, und es gilt

L(f*g)=L(f)L(g)



5.4.15. Satz.

Gegeben set die itnhomogene lineare Differentialgleichung mat
konstanten Koeffizienten
y™ + a1y 4+ gy’ + aoy = g(2)
mit charakteristischem Polynom p(X)= X"+ ap1 X" 1 +... + ao.
Setr f(t) die Losung zu den Anfangswerten
y@0) = ... = y" V() = 0.
Ser F(s):=L(f(t)). Sex G(s ) L(g(t)).
)

Setr Ul(s) :% Sei u(t) =L U(s)), also L(u(t)) = U(s).

Nun geben 5.4.9 (mit q(s) =0) und 5.4.14

G(s)
L(f(t))=F(s) = =
p(s)
Folglich st die Losung des genannten Anfangswertproblems

t
Ft) = u(t) v g(t) = j u(t — z)g(z) de .

0




5.4.16. Beispiel.

Wir betrachten die Differentialgleichung

vy +y=g(t)

mit charakteristischem Polynom p(X) = X2 + 1. Die Funktion

U(s) = ﬁ = ;ﬁ ist die Laplace-Transformierte von w(t) = sin(t),
vgl. 5.4.6. Also erhalten wir die Losung der inhomogenen
Differentialgleichung zu den Anfangswerten y(0) = y’(0) = 0 durch:

t
f(t) =(usg)(t) = | sin(t—o)gle)do
= r(sin(t) cos(—z) + cos(t)sin(—z))g(z)dz
0
= sin(t) Jt cos(z) - g(z)dz — cos(t) Jt sin(z) - g(z)dz
0 0



6. Systeme von Differentialgleichungen



6.1. Der homogene Fall

6.1.1. Beispiel.

Wir suchen zwei differenzierbare reellwertige Funktionen fi(z) und
fa(z) auf IR, welche folgendes System von Differentialgleichungen

erfiillen. yl = v+ 2w

Yy = —y1 + 4

Schreiben wir y = (Z;) , so soll also gelten:
v = (43

Schreiben wir nun noch A := (_} 2) , so soll also gelten:

Dafiir suchen wir eine Lésung f(z) = (ggg) .



Nun hat A = (_ﬁ) die Eigenvektoren v = (%) zum Bigenwert 2 und

w = (%) zum Eigenwert 3.

Es ist Av = 2v. Also ist fiir g(z) = e*®v = e® (%)

2z
( 2:21 ) auch

Tatséchlich bilden g(z) = e*® (%) und h(z) =e% (%) eine Basis des
Losungsraums

{f : R — RR? differenzierbar| f'(z) = A- f(z) auf R}

dieses Differentialgleichungssystems y' = Ay, auch Fundamental-
system genannt.



6.1.2. Definition.

Sei n=>1.Sei A€ R™"™. Dann heifit die vektorwertige
Differentialgleichung

y' = Ay
ein homogenes Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit
konstanter Koeffizientenmatrix A. filz)
Es heift eine vektorwertige Funktion f:IR — R":z — f(z) = < )
eine Losung dieses Systems, falls f'(z) = A - f(z) ist fiir z € R.
Der Losungsraum

fn(m)

{f : R — R™ differenzierbar| f'(z) = A - f(z) auf R}

ist ein Untervektorraum der Dimension n des Vektorraums der
differenzierbaren Funktionen von IR nach IR™.

Eine Basis fijj(z), ..., fin)(z) des Losungsraums heifit auch
Fundamentalsystem von y' = Ay. (Die eckigen Klammern dienen nur
zur Unterscheidung der Numerierungen.)



6.1.3. Bemerkung.

Sein=>1.Sei A€ R™ ™,

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem y’ = Ay.
Sei v ein Higenvektor von A zum Eigenwert A.

Dann ist

definiert auf IR, eine Losung von y' = Ay.



6.1.4. Bemerkung.
Sei m =2 1. Sei A€ R"™™. Wir betrachten y' = Ay.

Seien fij)(z), ..., fin(z) Losungen.
Sei zp € IR gewahlt.

Esist fij(z), ..., fin)(z) genau dann ein Fundamentalsystem, wenn
die Vektoren fijj(20), ..., fin)(20) in IR™ linear unabhangig sind.

Hierbei kann zy beliebig gewahlt werden.
Héufig wahlt man zy = O:

Esist fiy(z), ..., fin(z) genau dann ein Fundamentalsystem, wenn
die Vektoren fi3;(0), ..., fiy)(0) in R™ linear unabhéngig sind.



6.1.5. Satz.

Sei m = 1. Sei A€ R"™™. Wair betrachten y' = Ay.

Sei A reell diagonalisierbar, d.h. es gebe in R™ eine Basis
B : v, v,...,v, aus Eigenvektoren von A.

Sei dabei A\ € R der Eigenwert von v, fir 1< k< n.

Dann ist ein Fundamentalsystem von y' = Ay gegeben durch

e?%yy, ey, L., e My, .
Der Losungsraum st also gleich
A1z Ao AnT R
{c1e™M%u; + 6™ + ... + cne™*u, | c1,¢0,...,cn € IR} .

Mit anderen Worten, jede Lésung von y' = Ay ist eine
Linearkombination der Losungen im Fundamentalsystem.



6.1.6. Bemerkung.

Sei m = 1.Sei A€ R"™™. Wir betrachten y' = Ay.

Es habe A ein Paar echt komplexer Eigenwerte A = o +if und
A=a—if mit o, € R und B8 #0.

Sei w € C™ ein Higenvektor von A zum Eigenwert A. Wir schreiben
w=u+iv, mit u,v € R".

Dann sind mit den eintragsweise gebildeten Real- und Imaginarteilen
die Funktionen

fulz) = Re(e’w) = e**(cos(Bz)u — sin(Bz)v)

und
fig(z) = Im(eMw) = e*®(sin(Bz)u + cos(Bz)v)

auf R reelle vektorwertige Losungen von y’' = Ay, die linear
unabhangig sind.



6.1.7. Beispiel.

1-1
Sei A= (—1 0 £1L> . Wir betrachten y’' = Ay.

‘

1
BEs ist (Cll) ein HEigenvektor zum Eigenwert 3.

1
Also haben wir die Losung fiy)(z) := €3® (?) .

1
BEs ist (1) ein Eigenvektor zum echt komplexen Eigenwert 1 +1.
1

1 1 0
Wir schreiben (1) = (8) +1i <%>
0

Also haben wir die Losungen fig)(z) := e®(cos(z) 0l sin(z) : )

und fiz(z) := e*(sin(z) (é) + cos(z) (?)).



Wir wollen iiberpriifen: fi11(z), figj(z), fisj(z) ist ein
Fundamentalsystem.

Dazu geniigt es, die lineare Unabhangigkeit von

1 1 0 .
£0(0) = (8), f(0) = (8, fnf0) = (}) au pritten.
Diese ist in der Tat gegeben, denn der Rang von (?8%) ist 3.

Wir haben also folgendes Fundamentalsystem von y’ = Ay erhalten.

3z 1 z cps(m) z sin(z)
fule)=eT Q) falz) =€ | zsinlz) |, fig(z) =€ | cosla)

cos(z)



6.1.8. Beispiel.

Wir betrachten folgende Differentialgleichung 2-ter Ordnung.
(%) 7 A =10

Wir wollen diese Differentialgleichung (%) zu einem

Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit einer Matrix
A € R?*? umformen. Dazu setzen wir

Y = z
Y = z !
Dann sollen gelten
yl’ = 12 nach Definition s
Y = —y1 nach (x)
Wir haben also das folgende Differentialgleichungssystem erhalten.
(%) v = (3%)y
~——

Es sind () und (%) dquivalent. 4



Es hat A den Eigenvektor (1) zum Eigenwert i = \q_/ +

1

Wir schreiben (}) = (é) +i (?) . “
—~ =~

u){.H

U v
Dies liefert die linear unabhangigen Losungen
fi(@) = % (cos(=) (5) —sin(2) (9)) = (_%5f2]) und
figr(z) = %% (sin(z) ((1,) + cos(z) (?)) = (222((“;;%) von (**).
Da der Losungsraum 2-dimensional ist, bilden fjj(z) und fig)(z) ein
Fundamentalsystem von (*%), also von y' = Ay.

(Dies kann man auch nochmals durch Uberpriifen der linearen
Unabhéngigkeit von fi;(0) = ((1)) und fiy(0) = ([1)) bestatigen.)

Der erste Eintrag cos(z) von fi;j(z) und der erste Eintrag sin(z) von
fiz)(z) bilden dann ein Fundamentalsystem von (x).

Kurz, wir erhalten wieder das Fundamentalsystem cos(z), sin(z)
von z" + 2z =0.



6.1.9. Bemerkung.

Nach dem Verfahren aus Beispiel 6.1.8 1afit sich jede homogene lineare
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu
einem Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit einer Matrix
A € R™™ umformen.



6.1.10. Bemerkung

Sei m = 1.Sei A€ R"™™. Wir betrachten y’' = Ay.
Sei A ein Eigenwert von A. Wir schreiben B := A — AE,
Sei v € R® und k > 1 gegeben mit B*¥v =0, aber B¥1v #£0.
Dann haben wir die linear unabhangigen Losungen
fulz) = e (ﬁBkilv) (gehort zum Eigenvektor BF~1v)

1

fa(z) = € (“i—,Bk_l'u + ﬁBk_zv)

g(e) = 2 BFly 4 & BF2y 1 2
f[ ]( ) :;2 BF-1 Bk: 2 Bk: 3y
: : s 0
f[kl(x)A = e ( B’C Yo+ g B v+t %—!Bov)
von y' = Ay.

Unter Verwendung von solchen zusatzlichen Losungen kann man oft
auch dann ein Fundamentalsystem bilden, wenn A keine Basis aus
Eigenvektoren hat.

Ist A echt komplex, so nimmt man Real- und Imaginarteile der mit
diesen Formeln entstandenen Funktionen als reelle Losungen.



6.1.11. Beispiel.
Sei A= oal | Wir betrachten y' = Ay.

Es ist 2 der einzige Eigenwert von A.

1
Es ist der zugehorige Eigenraum erzeugt von (8) .
1
Dieser Eigenvektor liefert die Losung e® 8

7N\
cown
ON
o
~

Fiir ein Fundamentalsystem brauchen wir aber noch weitere Losungen.
Dazu wollen wir 6.1.10 anwenden.

_ 010 . 0
BEsist B=A—2k3 = (001>. Sei v = <0>.
000 1
0 1
Esist Bv = (é) . Bsist B%v = (8) .Bsist B3v =0, also k = 3.
1
Es ist fij(z) = e?* B2y = ¢?® (8) (bekannte Losung).

Es ist fig(z) = 2®(zB%v + Bv) = e** (g) (neue Lésung).

2

2
Es ist fig(z) = ez‘”(%szv + zBv + v) =% (xals/ ) (neue Losung).



Es sind nun fij;(z), figy(z), fis)(z) linear unabhéngig. Da der
Losungsraum 3-dimensional ist, liegt bereits ein Fundamentalsystem
vor.

(Dies kénnen wir auch direkt iiberpriifen.
Es sind fi1)(0) = (é), fiz(0) = (§>’ fiz)(0) = (?) linear unabhéngig.
Also ist

z2/2

fule) = (§), fale) = (1), fale) = (4

ein Fundamentalsystem.)

Mit den Zusatzlosungen aus 6.1.10 konnten wir also dem Problem
begegnen, zuwenige linear unabhangige Eigenvektoren von A zur
Verfiigung zu haben, um mit ihnen allein ein Fundamentalsystem
bilden zu kénnen.



6.1.12. Bemerkung.

Eine Bemerkung am Rande. Darf ignoriert werden.

Sei n 2 1. Sei A€ IR"™"™. Wir betrachten y' = Ay.

Setzt man exp(Az) =) 7, %Ak:rk, dann bilden die Spalten von exp(Az) € IR**"
ein Fundamentalsystem von 3y’ = Ay.

Mittels LA 7.4 gibt es S € €"*" invertierbar mit S 'AS = J in Jordanform, also

in einer speziellen oberen Dreiecksform.

Damit kann man zu exp(Az) =exp(S-Jz-S 1) =5 -exp(Jz)- S~ ! umformen.

Man kann exp(Jz) berechnen. Es bilden auch die Spalten von S -exp(Jz) ein
Fundamentalsystem.

Ist A reell diagonalisierbar, dann sind die Spalten von S Eigenvektoren, es ist J
eine reelle Diagonalmatrix und wir erhalten Satz 6.1.5.

Im allgemeineren Fall stammt der Notbehelf 6.1.10 von S - exp(Jz).



6.2. Der inhomogene Fall

6.2.1. Definition.

Sein=>1.Sei A€ R*™™,
Sei I C R ein Intervall. Sei b: I — R™: z +— b(z) differenzierbar.
Dann heiftt die vektorwertige Differentialgleichung
y' = Ay +b(z)
ein inhomogenes Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit

Es heifit eine vektorwertige Funktion f: I - R":z — f(z) = :
fn(z)

eine Losung dieses Systems, falls f/(z) = A - f(z) + b(z) ist fiir z € I.
Es heift y' = Ay das zugehorige homogene Differentialgleichungssystem.

konstanter Koeffizientenmatrix A und Inhomogenitat b(z). ﬁ(m))

Jede Losung von y' = Ay + b(z) ist von der Form

flz) = folz) + fulz)
wobei fy(z) eine fest gewdhlte partikuldre Losung von y' = Ay+ b(z)
ist und wobei fi(z) eine beliebige Losung von y’' = Ay ist.



6.2.2. Definition.

In der Situation von 6.2.1 seien fij(z), fig(z), ..., finj(z) Losungen
von y' = Ay.
Sei dazu die Wronskimatrix

Wigs(2) = (fin(@), fig (@), - fimi(2)) € R
die Matrix, welche diese Losungen in den Spalten stehen hat.

Falls Wgys(0) invertierbar ist, falls also det Wiys(0) # O ist, dann ist
fry(z), fig(z), ..., fin(z) ein Fundamentalsystem; vgl. 6.1.4.

6.2.3. Bemerkung.

Ist speziell y' = Ay das System, das von einer linearen homogenen
Differentialgleichung stammt wie in Beispiel 6.1.8, dann ist die
Wronskimatrix Wsys(z) des Systems zugleich Wronskimatrix W(z) der
urspriinglichen Differentialgleichung.



6.2.4. Bemerkung.

Um in der Situation von 6.2.1 eine partikuldre Losung von
y' = Ay + b(z) zu finden, variieren wir die Konstanten.

Sei fiy(z), fig(z), ..., finj(z) ein Fundamentalsystem von y’ = Ay.
Wir setzen an:

ci(z)
! (z)
folz) = (@) fin(@)+ca(@)fia @)+ +en(@)fim(z) = Ways(@) - ()
cn(z)
Gesucht sind reellwertige Funktionen c;(z), ca(z), ..., cn(z), fir
welche f)(z) = A- fy(z) + b(z) ist.

ci(z)
02( )

Wir schreiben c¢(z) = ( ) Mit fo(z) = Weys(z) - c(z) soll sein:

Cniz)

A (Ways(2)-¢(2))+b(2) = (Ways(2)-¢(2)) = Wia(2)-¢(2)+Ways(2)- ¢’ (2)



Da Wys(z) in den Spalten Losungen von y' = Ay stehen hat, ist

Ws'ys(m) = A - Wgys(z). Unsere Gleichung wird zu

|
b(fE) = Wsys(z) : CI(CE) )

d.h. zu ci(z)
/ | _
2 = la) £ Waps(z) 1 bla).

ci(a)
Man integriert nun die rechte Seite in jedem Eintrag, um auf
ci(z),..., cp(z) zu kommen. Dann ist eine partikuldre Losung

hlz) = alz)fy(z) + c(z)fin(z) + ... + cn(z)fin(2)

gefunden.

Jede Losung von y' = Ay + b(z) ist dann von der Form

flz) = folz) + difiy(z) + dofig(z) + ... + dufini (),
=fu(z)
mit beliebigen Konstanten di, dp,..., d, € R.




6.2.5. Bemerkung.

Um in 6.2.4 die Matrix Wyys(z) ™! zu bestimmen, kann man folgende
Formel verwenden:

Wsys(z)_l = Wsys(o)_l : Wsys(_m) : Wsys(o)_l

Dann hat man nur die Matrix Wsys(0) zu invertieren, welche konstante
BEintrage hat. Dafiir kann das Gaufiverfahren wieder praktikabel sein.

Dies ist insbesondere fiir n = 3 von Vorteil.

-1
Fir n =2 wird man eher die Formel (‘; Z) = ﬁ (_f _Z) direkt
auf Wgys(z) anwenden.



6.2.6. Beispiel
Sei A = (_%i) . Sei b(z) = (ng) . Wir wollen alle Losungen von
- syote) = (1D (F)

bestimmen.

Fiir y' = Ay haben wir in Beispiel 6.1.1 das Fundamentalsystem

2622 eSz
B ()

gefunden. Die Wronskimatrix ist also

welz) = (255)
Es wird Wyys(z)™! = ( 22 562$) ( eiii ;Z:Z) :
Alternativ mit 6.2.5: Es ist Weys(0) = ( ), also Weys(0)™ = (_} _%),
WO Wy(2) = Ways(0)7h Wags(—2) - Ways(0)F

_ ( 1—1) (2e*2z e*31) ( 1—1)

= -1 2 e—2% ¢—3z | \ —1 2
e—21: 7e—23:

= (767315 26731) .



Wir l6sen c¢’(z) = Weys(z) ! - b(z), also

C/(:E) _ —2z _g—2z 36 . 36 —2z
(dm) = (s ae) (%67) = (eme=2)
Partielle Integration gibt ci(z) = —9(2z + 1)e 2 und

co(z) = 4(3z + 1)e 32,
Die partikulare Losung wird

K@) = al@) (?e) + el) ()
= =92 +1) (1) +4Bz+1) (1)
= ().
Jede Losung von y' = Az + b(z) ist also von der Form
flz) = (7325};:%4) +d; (2:§2> + dp (Z§2> )
fo(z) fa(z)

wobei dp, dy € R.



7. Fourier-Methoden



In der Physik und in der Technik spielen periodische Funktionen eine
grofie Rolle, etwa bei der Beschreibung von Schwingungsvorgéingen.
Die bekanntesten Beispiele fiir periodische Funktionen bilden die
Sinus- und die Cosinusfunktion. Auf den franzosischen Ingenieur
Joseph Fourier geht die Idee zuriick, beliebige periodische Funktionen
durch unendliche Summen, die aus Sinus- und Cosinustermen
bestehen, darzustellen. Er stellte dies 1807 auf einem Vortrag iiber
Warmeausbreitung und periodische Temperaturverteilung vor. Bereits
frither war postuliert worden, dass der Klang eines Musikinstrumentes
durch eine Grundschwingung der Form

ay cos(wt) + by sin(wt)
und Oberschwingungen der Form
an cos(nwt) + by, sin(nwt)

bestimmt sein sollte.



Seien Funktionen in diesem Kapitel als integrierbar vorausgesetzt.

7.1.1. Definition.

Sei T > 0.
Wir sagen, eine Funktion f : IR — IR ist T-periodisch oder
hat Periode T, wenn

flz+T)=f(z)
gilt fiir z € R.



7.1.2. Beispiele.

@ Fir n € IN haben cos(n z) und sin(n z) die Periode 27”

® Hat f die Periode T, dann hat es auch die Periode k- T fiir
k € IN. Insbesondere sind cos(n z) und sin(n z) auch
21 -periodisch.
Perioden sind also nicht eindeutig.

© Hat f die Periode T, dann hat f : IR — IR mit
~ T
flz)=f (93 : 2—>
7

die Periode 27. Es gilt namlich
f(z+27) =f<(m + 27r)%> =f<m% + T) =f<x%> =7 (z).

Daher ist es keine wesentliche Einschrankung, wenn wir mit den
Funktionen mit Periode 27 beginnen.



7.1.3. Satz.

@ Mt den T -periodischen Funktionen f und g und c € R sind
f+g, c, f-g und % (falls g # 0 berall) ebenfalls
T -periodisch.
Insbesondere bilden die Funktionen mit Periode T einen
Untervektorraum des Raumes aller Funktionen von R nach IR.

@ Fir ewne T -periodische Funktion f und c € R gult

JTf(a:)dx =JC+Tf(m)da:.

(o3

0




7.2. Skalarprodukte in Funktionenrdaumen

7.2.1. Erinnerung.

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V ist eine Abbildung
(—1=):VxV =SR:(f,g)— (flg), welche erfiillt:

O (flg)=(glf) fir f,ge V

@ (flf)20 und (f|f)=0 < f=0fir feV
© (flg+h)=(flg)+(fIh) fir f,g,h €V

© c(flg)=(cflg)=(flcg) fir f,g€ V und c €R
Vgl. L 2.6.2.

Mit Hilfe des Skalarproduktes setzen wir ||f|| := /{(f|f)

und nennen dies die Norm von f.
Es heifen f, g € V orthogonal (oder senkrecht) zueinander, wenn gilt

(flg)=0.



7.2.2. Satz.

Auf dem Vektorraum aller stetigen T -periodischen Funktionen
wird durch

T 7
(F19) = | fl@)gla)de = | fla)gla)de
0 -2
ewn Skalarprodukt definiert.
Vgl. L 2.6.3.
Um dabei

(fIfy=0 < f=0
zu verifizieren, bendtigt man die Stetigkeit von f.

Sind f und g beliebige T -periodische Funktionen, so ist

(Fla) = | fla)glo)dz

immer noch definiert.



7.2.3. Bemerkung.

Der Abstand zwischen f und g wird definiert als
T 1/2
If —gll=(f—glf —g)/* = (L (f(w)—g(x))zdm> :

Man kann die Qualitat einer Approximation einer Funktion durch eine
andere messen unter Verwendung dieses Abstandsbegriffs.



7.2.4. Orthogonalitdtsrelationen.

Seien m,k > 0. Es ist:

= 2 fallsn =k =0,
(1) cos(nz) cos(kz) dz = m fallsn =k #0,
o 0 sonst.
r
(2] cos(nz) sin(kz) dz = 0.
u —
(3] sin(nz) sin(kz) dz = { m fallsn=k#0,
J—1

0 sonst.



Es gelten also die folgenden Orthogonalitdtsrelationen.

Es ist (cos(0z)|cos(0z)) =(1|1) =27.
Es ist (cos(nz)|cos(nz)) == fir n = 1.

Es ist (sin(nz)|sin(nz)) == fir n = 1.

Es ist (cos(nz)|cos(kz)) =0 fiir n,k =20 mit n # k.
Es ist (sin(nz)|sin(kz)) =0 flir n,k =21 mit n # k.
Es ist (cos(nz)|sin(kz)) =0 flir n 20 und k = 1.

Es sind also folgende Funktionen paarweise orthogonal:

cos(0z), cos(lz), cos(2z), cos(3z), ...
——
=1 sin(1z), sin(2z), sin(3z), ...



Beweis.

Fiir k,n # 0 erhalten wir mit partieller Integration

r cos(n z) cos(kz) dz

T N ,

= |—sin(n z) cos(km)] —J —sin(nz) (—ksin(kz))dz
LT — o

= K —sin(nz) sin(k z)dz

J—T

k m Ld 2
= |——5cos(n z) sin(k z)] +J — cos(n z) cos(k z)dz
L n B )
rT k2

= ﬁcos(n z) cos(k z)dz.

2 T
Also gilt (1 — %) J cos(n z) cos(kz) dz =0,

und im Fall & # n folgt jetzt das gewiinschte Ergebnis.



Fir k =n gilt
J cos(n z)? dz :J sin(n z)? dz :J (1—cos(nz)?) dz,

und damit
i

2J cos(nz)? dz —J 1dz = 27.

—T

Die iibrigen Falle werden analog behandelt.



Wir wollen eine gegebene 2m-periodische Funktion als Reihe
darstellen, deren Summanden Vielfache der Funktionen

cos(0z), cos(lz), cos(2z), cos(3z), ...
——
=1 sin(1z), sin(2z), sin(3z), ...

sein sollen. Ein erster Schritt dahin:

7.2.5. Satz.

Sei N 2 0. Seten a;,b; € R. Fiir das trigonometrische Polynom
o N N
flz) = Y + Z a; cos(j )+ Z b; sin(j z)
j=1 j=1

(cos(kz)|f(z)) firk =0
(sin(kz)|f(z)) firk 2 1.

15t

(@]

ar =
by =

S
w0



Beweis.

Fir k£ = 0 ist
(cos(kz)|f(z)) <cos (kz)

N
ap
E—FZaJ cos(j z) —|—Zb s1nj:1:)>

j=1 j=1
N
= %(cos(km)ll)—i—;aj(cos(km)lcos(j:r))
N =
+ b {cos(kz)|sin(j z))
=1
— o,

wie man mit Hilfe der Orthogonalitatsrelationen 7.2.4 erkennt.
Analog folgt (sin(kz)|f(z)) = mby fir £ = 1. O



7.2.6. Beispiel.

In L 2.8.6 wurde das folgende Beispiel betrachtet.

ANV AV s
%VW AN

=sin(z) + sin(2 z)
Nach 7.2.5 gilt dann

(sin(z)[f(z)) = — (sin(22)[f(z)) =1

3|~
=1|H

und
(sin(g z) [ f(z)) = (cos(kz)[f(z)) =0
fiir 7 23 und k > 0.



7.3. Fourier-Reihen
7.3.1. Definition.
BEs sei f : R — IR eine 27-periodische Funktion. Dann heiffen

& = 1 (conljz) f(e)) = 1 | flooosljc)ea

T
fir y 2 0 und

b= (sinlsa) (@) =+ [ f(e)sinjo) s

fiir 7 2 1 die Fourier-Koeffizienten von f.
Die trigonometrische Reihe

Fouriers(z) := —+Zaj cos(j ) —I—Zb sin(j =)

heifit die (reelle) Fourier-Reihe von f.

Noch wissen wir nichts tiber die Konvergenz der Fourier-Reihe von f.



7.3.2. Beispiel (Sagezahnfunktion).

Es sei f: R — IR die 27-periodische Funktion, die fir —7 <z <7
durch f(z) =7 — |z| gegeben ist:

—4nr —3nm —Im —nm
BEs gilt also
flz) = f(z—2k7m) = m—|z—2kw| fir (2k—1)wr <z < (2k+1)w, k€ Z

Fiir die Fourier-Koeffizienten ergibt sich:

1 (" 2 (™
ap = —J cos(O-m)(ﬂ—ImI)dz:—J m—zxzdz
T _n T Jo

=T.

2 1 2
= 2[rz— 12%f = 2(n? —

1
37%)

Bei der zweiten Gleichheit wurde verwandt, daf der Integrand eine
gerade Funktion ist.



1

J J|-

3"" g‘“

I

cos(nz) (v — |z|) dz

-2 [ cos(nz) (r —z) dz  (da Integrand gerade Funktion)

([%

sin(nz)(r — z)I§ — [§ £ sin(nz) (—1) dz)
| sin(nz) dz
2-[—= cos(nz)]f
%(cos( 7) —cos(n - 0))
2 (—1)n—1)

nZm

falls n ungerade,

0 falls n = 2 und n gerade.



.. S 1.
Fir n = 1: b, = 1I

sin(nz)(w — |z|) dz
= 0 (da Integrand ungerade)

Fiir die Fourier-Reihe der Sagezahnfunktion erhalten wir also:

Fouriery(z)

T > 4 >
= 5—1— Zl ﬁcos(nm)—l—zo-sin(m:)

n= n=1
n ungerade

o0

— g + Z (2k:+41)27r cos((2k + 1)z)
k=0

|
w3

4 4 4
+ ——cos(1lz) + o cos(3z) + o cos(bz) +...

127

Hierbei durchlduft n =2k + 1 fiir kK = 0 alle positiven ungeraden
Zahlen.



N
+ Z a; cos(7 ) nédhern sich
j=1

Die N -ten Fourier-Polynome fy(z) := %

fiir grofes N immer besser an f(z) an.
Schon das dritte Fourier-Polynom
4 4
fslz) = =+ — -cos(z) + — - cos(3 z)
T or

ist eine ganz gute Naherung fir f(z):




4 4 4
Noch besser ist f5(z) = T + —-cos(z) + — - cos(3z) + — - cos(bz):
2 7 o 257

Und fis(z) ist kaum mehr von f(z) zu unterscheiden:




7.3.3. Satz.

Es set f: R — R eine 2w -periodische Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

@ f st bis auf endlich viele Ausnahmestellen in [—m, 7] stetig
differenzierbar.

@ An jeder Ausnahmestelle zy existieren in R die einseitigen

Grenzwerte lim f(z), lim f(z), lm f'(z), lim f'(z).
z—20+0 z—20—0 z—z0+0 z—z0—0
Dann gilt:

@ Die Fourier-Rethe von f konvergiert an jeder Stelle =, an der

f stetig ist, gegen f(x): Es ist dort
Fouriers(z) = f(z).
® An ewner Unstetigkeitsstelle o von f konvergiert die

Fourier-Rethe von f gegen das arithmetische Maittel der
einseitigen Grenzwerte: Es ist dort

Fouriery(zo) = % (limg 2910 f(2) + limg 20 f(Z)) -



Es sei f : IR — IR eine 27-periodische Funktion.
Sei

Fouriers(z :——i-ZaJCOSJm —|—Zb sin(7 )
Wir schreiben auch
CLO oo oo
z)~ 3 +Zl a; cos(j z) +Zl b;sin(j z),
j= j=

um zum Ausdruck zu bringen, daft die rechte Seite die Fourier-Reihe
von f(z) ist.



7.4.1. Satz.

Die Funktionen f und g seien 27 -periodisch, und es seien
a,B€R. Aus

flz) ~ % + Z a;cos(j z) + Z b;j sin(j )
j=1 Jj=1

und - -
g(z) ~ % + Z cjcos(j )+ Z d;sin(j z)
j=1 7=1
folgt
(af+Bg)(z) ~ %ﬂco—l-zmaj—i-ﬂcj) cos(7 :B)—i—Z(abj—l—ﬂdj) sin(j ).
Jj=1 j=1

Mzt anderen Worten: Die Fourier-Rethe der Linearkombination
zweter Funktionen 1st die Linearkombination der Fourier-Rethen.



7.4.2. Satz.

Fiir jede 2m-periodische Funktion f gilt:

@ Die Fourier-Rethe von f 1ist eine reine Cosinus-Reihe, falls f
gerade ist, d.h. falls f(—z) = f(x) ist fiir ¢ € R. In diesem
Fall gult

a; = %L f(z)cos(jz)dz wund b; =0 stets.

@ Die Fourier-Rethe von f 1ist eine reine Sinus-Rethe, falls f
ungerade 1st, d.h. falls f(—z) = —f(x) ist fir € R. In diesem
Fall gult

Jf(a:)sin(j:c)d:c und a; =0 stets.



Jede Funktion lasst sich eindeutig als Summe einer geraden und einer
ungeraden Funktion darstellen, indem man schreibt

1 1

flz) =5 (flz) + f(=2)) + S (f(z) — f ().

Fiir die Fourier-Reihe von f ergibt sich:

7.4.3. Satz.

Es ser

flz) ~ % 1F Z a;cos(j z) + Z b;sin(j z).
j=1 j=1

Dann gilt
(@) +f(-2) ~ 2+ Y acos(jv)

j=1

und
1

S —fl=z)) ~ g b; sin(j z).



7.4.4. Beispiel

Wir betrachten die Rechteck-Funktion, die gegeben ist durch
-2 flr —m<z<0

4
flz) = 0 fiirz €{—m,0,n}
7 firo<z<m

und 27-periodische Fortsetzung.
Die Fourier-Reihe der ungeraden Funktion f(z) ist eine reine
Sinusreihe. Fiir die Fourier-Koeffizienten gilt:

=2 [[ f(z)sin(nz)de = 2 [ Zsin(nz)dz = ; [{ sin(nz)de

=11 COS(n z)If = = ((-1)" — 1)
_ % falls n ungerade
| 0 falls n gerade

Also: Fourierf(z) = Z —sm nc) Z 7 sin((2k + 1)z).
n=1 k=0

n ungerade



Das erste Fourier-Polynom ist fi(z) = sin(z):

1A

0,51

\ 2 4
~0,5 !
<—
Das dritte ist f3(z) = sin(z) + %sin(:%:r):
. N\
N—"

0,51 \

2 3




Das fiinfte ist fs(z) =sin(z) + %sin(&r) + %sin(Sm):

1A

0,51

3 -2 -1
-0.5
P

v

11

0,51




Ein bewegtes Bild mit den Fourier-Polynomen fon.1(z)
fiir 1 < N <50:

1 /_,.-"'_"'-.\\
] 0.5
T T J T ¥ T 1
x ® 3r o«
0.5 4 2 4
X




7.4.5. Bemerkung.

Gelegentlich kann man Fourier-Reihen benutzen, um Grenzwerte von
Zahlenreihen zu berechnen.
1. So gilt etwanach 744 fir 0 <z <

isin (2n+1)z)

™
2n +1 e

n=0

w

Speziell fiir z = § ergibt sich sin((2n +1)7) = (—1)" und also

1
1— =

1 1 1 3
35

1+ T
- TR

Fir z = § erhalten wir analog

1,01 11 1.1 1 1 )
57 11 13 17 '19 23 257

B



2. Nach 7.32¢gilt fir -t <z <7

o0

T 4dcos((2n +1)z)
2t eninir "
n=0
und also
i cos((2n+1)z) w2 |7z
T om 1112 a4
— (2n+1) 8 4
Speziell fiir £ = 0 ergibt sich
> 1 o
s =—
— (2n+1) 8

I
c
5
o
(2]
o
B,
o+

o0

n=1



7.4.6. Bemerkung (Gibbs-Phidnomen).

Eine Bemerkung am Rande. Darf ignoriert werden.

Bei der Approximation von Funktionen in der Ndhe von Unstetigkeitsstellen durch
Fourier-Polynome gibt es folgendes immer zu beobachtendes Phanomen.
Die 2m-periodische Funktion f sei stiickweise stetig differenzierbar. Wir setzen

§ = EJ sin(t) 4y~ 1,18
Tl ¢t

Die Funktion f sei unstetig an der Stelle zp, und es sei My bzw. my die Maximal-
bzw. Minimalstelle des N -ten Fourier-Polynoms fy von f, die o am néachsten
liegt. Dann ist

lim (fv(My)—fv(my)) = 6| lim f(z)— lim f(z)|.
N—oo z—19+0 z—z9—0

Mit anderen Worten: Die N -ten Fourier-Polynome von f iiberspringen fiir grofles
N den Sprung von f an einer Unstetigkeitsstelle um 18%.
Man vergleiche auch die Graphen der Fourier-Polynome in Beispiel 7.4.4.



7.4.7. Satz.

Die 27 -periodische Funktion f sei stetig und stiickweise stetig
differenzierbar, und es gelte

o0 [ee]
Qo . .
flz) ~ = + Z a;jcos(y x) + Z b;sin(j z).
j=1 j=1
Dann gilt nach summandenweiser Ableitung
o0 o0

fllz)~ > —jajsin(jz) + ) jb;cos(j z).
j=1 J=1
Hierbei ist f'(z) an den einzelnen Stellen, an denen f(z) nicht
differenzierbar ist, mit beliebig gewdhlten Werten derart zu
versehen, daf f'(z) auch 2m-periodisch wird.

Kurz: Hat f keine Springe, dann kann die Fourier-Reihe von f
summandenweise abgeleitet werden, um die Fourier-Rethe von f'
zu erhalten.

Vorsicht: Z.B. fiir die unstetige Funktion aus 7.4.4 gilt die Aussage
nicht. Dort divergiert die summandenweise abgeleitete Fourier-Reihe.



7.4.8. Beispiel.

Nach 7.3.2 gilt fiir die 2w-periodische Sagezahnfunktion f : R — IR mit
flz)=m—|z| fir —w<z<m:

(e.¢]
T 4cos((2n +1)z)
flz)~5 +nZ:O 2n+ 127
Diese Funktion ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar, und fiir

ihre Ableitung gilt:

f’(a:):{ 1 f?r—7r<a:<0
-1 fir0<z<m

In den Punkten kn fiir k € Z ist f(z) nicht differenzierbar, also
konnen wir f’(z) dort mit dem Wert O versehen. Also gilt

o0 . [e.e]
42n + 1)sin((2n + 1)z 4sin((2n + 1)z)
!
=) 7% (2n +1)%w Z 2n+1)m

Das passt zu 7.4.4, wie man durch Mult1p11kat1on mit —7 sieht.



7.4.9. Satz.

Die 2w -periodische Funktion f ser stickweise stetig, und es gelte

00 00
~ Z ajcos(j z) + Z bjsin(j z),
j=1 j=1

Insbesondere gelte ag =0.

War leiten summandenwetse auf. Dann ist
o0 o0
> Zanja)+3 -2
=7 =

die Fourier-Rethe einer Stammfunktion F(z f flz)dz + c von
f(z), wobet -y € R und c € R.

Da der konstante Term dieser Fourier-Reithe null ist, gult
J‘i;’ F(z)dz =0.



7.4.10. Bemerkung.

Im allgemeinen sind die Stammfunktionen einer periodischen Funktion
nicht wieder periodisch. Das sieht man schon am Beispiel einer
konstanten Funktion, die nicht die Nullfunktion ist. Die Bedingung

ap = 0 besagt, dass das bestimmte Integral von f iiber eine volle
Periode gleich Null ist. Aus dieser Bedingung folgt, dass f eine
periodische Stammfunktion besitzt.



7.4.11. Beispiel.

Wir betrachten wieder die Sagezahnfunktion aus 7.3.2 mit

o0

T 4cos((2n +1)z)
fle)~ 2 nZ_o 2n+1)2r

Wegen ayp = # 0 hat f keine periodische Stammfunktion. Wir

betrachten stattdessen g(z) = f(z) — 7, mit Fourier-Reihe

(e o]

4cos((2n +1)z)
9(e) Z (2n +1)2m
n=0
Es ist dann -
Fourierg(z) — Z 4sin((2n + 1)z)

3
o (2n+1)37w

die Fourier-Reihe einer 27 -periodischen Stammfunktion G(z)
von g(z). Diese erfiillt [T G(z)dz = 0.



Als Stammfunktion einer stetigen Funktion ist G stetig
differenzierbar. Insbesondere ist G(z) = Fourierg(z) fir z € R.
Die Funktion G ist ungerade. Insbesondere gilt G(0) = 0.

Fiir z € [-m, 7] gilt g(z) =7 —|z| und also G(z) = 75f — %a: |+ c.

Dabei ist 0 = G(0) = c.

Es folgt
mz 1 ) — 4sin((2n + 1)z)
T_Ex.m = G(z) = Fourierg(z) = nZ_O (2n + 1)37

fir z € [—m, 7.

Wenn wir ¢ = 7 einsetzen, ergibt sich
i 4.(—1)" 72
— =
e 2n+1)37 8
und also



Besselsche Ungleichung, Parsevalsche Gleichung

7.5.1. Bezeichnung.

Fir N € IN bezeichne

Vn ={% +aicos(z) +... +aycos(N z) + fisin(z) +... + By sin(N z) |
aO:"'xaNxﬂl)"'nBNE IR}

den Vektorraum aller trigonometrischen Polynome der Ordnung
hochstens N.

Gemaf 7.2.4 bilden die Funktionen
1,cos(z),...,cos(N z),sin(z),...,sin(N z)

eine Basis von Vy, deren Elemente paarweise orthogonal sind.
Insbesondere hat Vjy die Dimension 2N + 1.



7.5.2. Definition.

Eine 27-periodische Funktion f :IR — R heifit quadratintegrabel wenn
gilt
s
717 =515 = | (o) de < o0,
-
anders gesagt: Die Norm von f im Sinne von 7.2.1 ist eine (endliche)

reelle Zahl.

So z.B. ist jede stetige 2m-periodische Funktion quadratintegrabel.



7.5.3. Satz.

Es ser f : R — R eine quadratintegrable 2w -periodische Funktion.
Dann 1st das N -te Fourier-Polynom

:%-FZa]cosyr +Zb sin(y z),

von f die beste Approzimation von f an Vy, d.h. es gilt

1f = fnll = If —gll

fir alle g € V.



Beweis.

Da die Norm mit Hilfe eines Skalarproduktes definiert ist, vgl. 7.2.1,
konnen wir statt ||f — g|| auch (f —g|f — g) fiir g € Vy minimieren.
Mit
9(z) ~I—Za]cosyz —I—Zﬂ]sm]m
g=li

gilt

(gl9) =<—+Za7003jx +Zﬂ]s1n]z

g=ll

N N
% + Z arcos(kz) + Z B sin(k x)>
k=1 k=1
g a 2 > 2
:W?+Zl7raj +Zlﬂﬂj
j= j=

wie man mit Hilfe der Orthogonalitatsrelationen 7.2.4 erkennt.



Weiterhin gilt

(flg

+Za]cosyv +Z,3]SIII]:B>

i= l

2> Za] (flcos(j z)) —i—Zﬂ] (fIsin(j z))

=03
-

0
2

f d:c+Za]J z)cos(j z)dz

—T

f(z)sin(j z)dz.

m
-

N
+;ﬂjJ



Damit erhalten wir

(f—glf—ag)=(fIfy—2(flg)+(glg)

:<f|f>—a0J d:L‘—Z2a]J z)cos(j z)dz

s U

—Z2ﬂjJ z)sin(j z) dx+7r —|—Z7ra +Z7r,3j

™

= H(a())"'iaNiﬂli"'iﬁN)'

Um jetzt das minimierende g zu finden, konnen wir auch die von den
2N +1 Variablen ay,...,on,pB1,-.., By abhangige reellwertige
Funktion H minimieren. Dazu benutzen wir das notwendige Kriterium
aus A 4.5.1, d.h. wir setzen alle partiellen Ableitungen von H gleich
Null.



Es gilt

O0H 4
Bag :—wa(x)dw—i-ﬂao
0H " ..
— =-2| f(z)cos(kz)dz +2may fir ke{l,...,N}
Bak T
O0H T . .
— =2 flz)sin(kz)dz + 27p, fir k €{1,..., N}
6:376 -7
Diese partiellen Ableitungen sind genau dann alle gleich Null, wenn
Qg,...,ay, B, ..., By die Fourier-Koeffizienten von f(z) sind. Damit

ist die Setzung von g(z) als das N -te Fourierpolynom von f(z) als
einziger Kandidat fiir ein Minimum erkannt. Durch quadratische
Ergianzung in den Termen von H kann man dann noch sehen, dass
tatsachlich ein globales Minimum vorliegt.



7.5.4. Satz.

Die 27 -periodische Funktion f : IR — R ser quadratintegrabel. Dann
qult fir die Fourier-Koeffizienten von f die folgende Besselsche
Ungleichung

s 2 N
717 = [ s@Pde 2 +x) (a2 +8)).
—T

2 :
7=1

Fiir N — oo gilt die Parsevalsche Gleichung

12 = riep dz_7r—+7rZ 248,



Beweis.

Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von 7.5.3 gilt

0 =(f—fnv|f—fn)=Hl(ao,...,an,b1,...,bn)

=(fIf)— a0 Jf dx—ZZaJJ z)cos(j z)dz

U
N

—Z2bJ s1n(]:c)d:c+7r—+Z7ra +Z7rb2

Jj=1 Jj=1

N N 5 N N
=(fIf) —7ra§—227raf—Z27rb]2+7r% +) mal+ ) wb;
2
—(fIN—m2 - ma?— ) mo,
j=1 j=1

und damit die Besselsche Ungleichung. Den Beweis der Parsevalschen
Gleichung mittels Grenziibergang N — oo iiberlassen wir den
Mathematikern. O



7.5.5. Beispiel.

Fir die Sdgezahnfunktion aus 7.3.2 gilt auf [—mx, +7]:
i 4cos((2n +1)z)

(2n +1)%xm =@ |l

LRI

n=0
Fiir das Quadrat der Norm dieser Funktion erhalten wir

1 ™
mr — nx? + —z3

J (7r—|a:|)2dz:2j (12 — 27z + 2%)dz = 2 s
—T 0

0
=2 <7r3 — 4 17r3> = gﬂ'3

3 3
2 00 2 & St
Parseval 7 4 ™ 16 1
= — 4+ —_— [p— - -
™ W%(@n—l—l)%’) 2 +7r7;)(2n-|—1)4

und damit



Damit ergibt sich auch

= 1 = 1 = 1 l = 1 7
ZHZZ (zn)4+z (2n + 1)4 :1762?4_%
n=1 n=1 n=0 n=1
und damit
= 1 m
2 T
n=1

Durch wiederholte Integration der Sagezahnfunktion kann man mit dieser Methode
auch die Werte der Reihen -
1
D

3
Il
-

fiir gerades k 2> 2 ausrechnen.

Fiir ungerades k > 3 sind die Werte dieser Reihen unbekannt.



Nach der Formel von Euler und de Moivre, vgl. A 1.14.18, gilt
e'? = cos(z) + isin(z)

fiir alle z € C. Diese Tatsache eroffnet einen komplexen Zugang zur
Theorie der Fourier-Reihen. Sinnvollerweise betrachtet man gleich
komplexwertige 2m-periodische Funktionen. Als Definitionsbereich
behédlt man allerdings die reellen Zahlen bei. Man sagt dann, eine
Funktion f : IR — C ist stetig, differenzierbar, etc., wenn Real- und
Imaginarteil von f stetig, differenzierbar, etc. sind. Bestimmte
Integrale iiber f werden berechnet, indem man Real- und Imaginarteil
getrennt integriert.



7.6.1. Definition.

Es sei f: IR — C eine 27-periodische Funktion. Dann heiffen

1 (" :
cp = —J f(z)e * dg
2 | _,

fiir k € Z die komplexen Fourier-Koeffizienten von f. Es heifit

Fourier}:(a:) :

Il
| M
o
=
mH
ol
8



7.6.2. Bemerkungen.

@ Die komplexe Fourier-Reihe hat eine einfachere Gestalt als die
reelle, da nur eine Sorte von Integralen auftritt und der Index 0
nicht besonders behandelt werden muss.

@ Bei der Berechnung von ¢ ist auf das Minuszeichen in
ek = 5 [" f(z)e ™ dz zu achten.

® Da fiir die komplexe Exponentialfunktion die gleichen
Ableitungsregeln gelten wie fiir die reelle, vgl. 4.3.5, kann man bei
der Berechnung von komplexen Fourier-Koeffizienten die iiblichen
Integrationsregeln, insbesondere partielle Integration, anwenden.



7.6.3. Satz.

Es ser f: R — C eine 2w -periodische Funktion mat

Four1er f Z cke

Dann st f genau dann reellwertig, wenn c_p =7<Cx fir k € Z.
Wenn das erfiillt ist, bestehen die folgenden Beziehungen zwischen
den reellen und den komplexen Fourier-Koeffizienten:

(o/s] ar — ibg ax +1bg
= = ——
2 2 2

flir k 2 1, sowe
ap=2cy, ar=ck+cp=2Re(ck), br=1i(ck—cx)=—2Im(cy)

fir k>1.



7.6.4. Beispiel.

Wir betrachten die Funktion f : IR — IR, die gegeben ist durch
f(z) =¢€® fiir —m < z < 7 und 27-periodische Fortsetzung. Fiir die

komplexen Fourier-Koeffizienten gilt

1 (™ : 1 (™ :
ck = — J e®e Fdr = — J ez gg
2w J_ 2m )

_ Y aewe|t 1
_27r[1—ik-e L,_zw(l—ik)
_(=DFem—e™)  (—1)F(e" —e ™) (1 +ik)
- om(l—ik) 27(1 + k2)

(e"(—1)F —e " (=1)¥)

fiir k € Z. Somit erhalten wir als komplexe Fourier-Reihe

oo —T .
(" —e ")(1+1k) ;4
F E W
ourlerf — 27!' 1 T k2) €




Damit gilt fiir die reellen Fourier-Koeffizienten

G =20 — e” —e
T

(-1HEm —e )

o elck) m(1+ k2)
(_1)k+1k(e7r _efw)
by =-—2I =
k m{cx) (1 + k?)
fiir k 2 1. Die Fourier-Reihe ist also
Fouriers(z) = 52" +3Y 2 1$§W)cos(k z)

k+lk _a—T .
Py, EUHeT e )



Die Graphik zeigt das 30-te Fourier-Polynom von f.

20

15 1

10 1




Essei T'> 0 und f: IR — R eine T-periodische Funktion. Nach 7.1.2
ist dann f : IR — IR mit

2m-periodisch. Mit w = 27" gilt also
flz)=F (wa).

Wir nehmen jetzt an, dass die reelle bzw. komplexe Fourier-Reihe von
f gegeben ist durch

f(z)~ % + Z ajcos(y x) + Z bjsin(j z)
j=1 7=1

bzw.
o0

f(z)~ Z crete.

k=—o00



Es gilt dann also
f(z) =F (wz) ~ % + Z a;j cos(j wz) + Z bj sin(j wz)
j=1 j=1

bzw.

f( :]? (wz) Z Ck e1kwac

k=—o0

d.h. f und f haben die gleichen Fourier-Koeffizienten. Der
Unterschied besteht darin, dass f nach den Funktionen

1,cos(wz),...,cos(jwz),...,sin(wz),...,sin(jwz), ...

entwickelt wird (die alle T'-periodisch sind).



Man kann die Fourier-Koeffizienten von f auch direkt berechnen, ohne
auf f zu transformieren:

7.7.1. Satz.

Es sei f: R — R eine T -periodische Funktion, und es sei w = %"

Dann sind die reellen bzw. komplexen Fourier-Koeffizienten von f
gegeben durch

T
a; = % nif(z)cos(jw:c)d:c
=3
fur 3 20, Lz
b, = T Tf(a:)sin(jwa:)da:
=3
furj =21, ,
ck = %Jif(:r)e‘ikw dz
-3

fir keZ.



Die reelle Fourier-Reihe von f ist dann
G,O [ee] o
flz) ~ > + Z a;j cos(j we) + Z b;sin(j wz) =: Fouriers(z) .
j=1 j=1

Die komplexe Fourier-Reihe von f ist dann
2O .
flz) ~ Z cref? = Fourier}:(m).
k——

BEs gilt wieder

COZ ) ck:—J C_k:

ag ar —ibk ag +ibk
2

fiir k = 1, sowie

ap=2¢cy, ap=cyp+cr=2Re(ck), br=1i(ck—cx)=—2Im(cg)

fir k > 1.



Wir haben auf dem Vektorraum aller T'-periodischen Funktionen auch
wieder ein Skalarprodukt:

z T
2
(flg) = J L f(z)g(z)dz = J flz)g(z)dz.
-z 0
2
Diesbeziiglich sind die Funktionen

1,cos(wz),...,cos(jwz),...,sin(wz),...,sin(jwz),...

paarweise orthogonal.
Fiir das Skalarprodukt dieser Funktionen mit sich selbst ergibt sich mit
Hilfe der Substitution v = wz, du =wdz,

T wT
cos(jwz)|cos(jwz)) = ’ cos(jwz)?de = ’ cos(J u)zd—u
T wT w
-z -3
1 (" T
= J cos(ju)?du = ~ = =
W J_, w 2

T
fiir 7 =2 1. Genauso wird (sin(j wz)|sin(j wz)) = 5 fir j 2 1.



7.7.2. Fourier-Entwicklung nicht-periodischer Funktionen.

Sei L > 0. Sei f eine zwischen 0 und L definierte Funktion.
Mochte man eine Fourier-Reihe verwenden, um f anzundhern, bieten
sich die folgenden drei Moglichkeiten an:

@ Man setzt f zu einer L-periodischen Funktion f: IR — R fort
durch

flz)=f(z— kL) fallsz—kL € (0,L], wobei k€ Z,

und entwickelt f in eine Fourier-Reihe.

@ Man setzt f zu einer ungeraden 2L-periodischen Funktion fort
und entwickelt diese in eine reine Sinus-Reihe.

©® Man setzt f zu einer geraden 2L-periodischen Funktion fort und
entwickelt diese in eine reine Cosinus-Reihe.



7.7.3. Ungerade Fortsetzung.

Die ungerade 2L-periodische Fortsetzung einer Funktion f: (0, L) — R

erhalt man durch 0 firz = L

N flz) fir0<z< L
fl=z) = 0 firz=0
—f(—z) fir —L<z<0

sowie f(z) = f(z —2kL) falls z — 2kL € (—L, L], wobei k € Z.
Mit w = g—}: = 7 sind die Fourier-Koeffizienten gegeben durch

L
b; = —L f(z)sin(j wz)dz .

Fiir die Fourier-Reihe ergibt sich

Flz)~) bsinjwe).
j=1



7.7.4. Gerade Fortsetzung.

Die gerade 2L-periodische Fortsetzung einer Funktion f : [0, L] — R
erhalt man durch

+ v _J flz) firo<z<L
f(x)_{ f(—z) fir —L<z<0

sowie f(z) = f(z —2kL) falls z — 2kL € (—L, L], wobei k € Z.

Mit w = g—’i = 7 sind die Fourier-Koeffizienten gegeben durch

L
a; = I L f(z)cos(jwz)dz .

Fiir die Fourier-Reihe ergibt sich

f(z) ~ % + Z aj cos(j wz) .
=1



7.7.5. Beispiel

Sei L =2, also w = 7. Sei f(m)::{ f Eiiigj,; } auf (0,2).

(1) Sei f; die ungerade 4-periodische Fortsetzung von f.
Fir 5 2 1 wird

b, = 2 (fé zsin(jwz)dz + ff 1sin(jwz) d:z:)
= [— :r]— cos(jwz)] + = g fo cos(jwz)dz + [——cos(jwalc)]2
= —]iw cos(jw) + [ 3 sin(jwz)]} — iw cos(2jw) + J%} cos(jw)
= jz % sin(Jw) — ( w)
Also ist
(=1)

5 sin(jw) —

o0
Four1er Z (

Jj=1

) sin(Jwz) .
w



(2) Sei zudem f(0) =0 und f(2) =
Sei f, die gerade 4-periodische Fortsetzung von f.

Es wird
ag = %(jéxdw—i—ffldw) =3,

Fir j 2 1 wird

a = %(f(l):ccos(jw:r)d:n—i—ﬁlCOS(ij)dw)

1 2

= [x—sm(jwac 50— Io sin(jwz)dz + [— sin(jwz)ls

= ]—w sin(jw) + ]2112 [cos(jwm)}l — j—w sin(jw)

= jziz (cos(jw) —1) .

Also ist

S w

Four:'ler]?2 (z) =

o0
1 . .
+ ; e (cos(jw) — 1) cos(jwz) .



Dargestellt ist der Graph von f auf (0,2) dick in schwarz, das 50te
Fourier-Polynom der ungeraden 4-periodischen Fortsetzung f; von f
und das 8te Fourier-Polynom der geraden 4-periodischen Fortsetzung

fo von f.




8. Partielle Differentialgleichungen



8.1. Grundbegriffe

8.1.1. Definition.

Essei D C IR™ und g: D — R eine Funktion. Dann heift

2 k
ou du B°u ofu an):O

g(zli"'izn7ura_$11"')azniazlale"'iamlal.“amn

eine partielle Differentialgleichung in n Variablen. Wir nehmen an,
dass die Argumente von g nach aufsteigender Ableitungsordnung
angeordnet sind. Dann heifft £k = a; + ... + a, die Ordnung der
Differentialgleichung.

Eine partielle Differentialgleichung stellt also eine Beziehung zwischen
einer reellwertigen Funktion von m reellen Verdnderlichen und ihren
partiellen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung her.



8.1.2. Definition.

Eine auf einer offenen Menge U € R™ definierte Funktion f: U — R

heifit Losung der Differentialgleichung, wenn fiir alle (z1,...,2,) € U
gilt
(z zn, f(z z,) 6_f of _&f o' ) e D
1y--«ydn, 1y---24n ’6:01"”’azrn’leaa:g"”’azlal...azvna"
und
0 o) 02 a*
g(:vl)"')l‘n)f(ml,“';zn)_f f f f ):0

"8z’ Bz, OBz’ Bzt ... Bz



8.1.3. Bemerkungen.

@ Wir werden uns im wesentlichen auf die Betrachtung von
partiellen Differentialgleichungen in 2 Verdnderlichen beschranken,
und diese dann mit z und y (oder auch z und t) bezeichnen.

. . 8 o 32
Oft schreiben wir u; = 37, U = g,z etc.
® Wir werden keine geschlossene Theorie entwickeln konnen,

sondern versuchen, durch Betrachtung einiger Beispiele aus der
Praxis einen Einblick in das Gebiet zu erhalten.



8.1.4. Beispiel.

Die partielle Differentialgleichung
Tuy —Yuy = 0
hat jede Funktion der Form f(z,y) = w(z - y) als Losung, wobei w(t)
eine differenzierbare Funktion ist.
Denn Einsetzen von f und Ableiten mit der Kettenregel gibt dann:
ofs —yfy = z- (w'(z-y) y)—y-(w'(z-y)-2) =0.

Es gibt also viele Losungen: Jedes w gibt eine Losung f(z,y)=w(z - y).
Sei eine Losung f gesucht, die fiir alle z € IR die Bedingung
flz,2) - cos(z) erfiillt. Setzen wir an mit f(z,y) = w(z - y), dann
wird diese Bedingung zu f(z,2) = w(z - 2) L cos(z). Wir finden mit
w(z) = cos(5) die Losung

flz,y) = w(z-y) = cos(¥)
von zu; — yuy = 0, fiir welche stets f(z,2) = cos(z) gilt.
Man kann also zusitzlich zur Differentialgleichung noch umfangreiche
Vorgaben machen und dafiir eine Losung erhalten.



Bis auf Normierung gilt fiir die Temperatur u(z, t) an der Stelle z zur
Zeit t in einem Stab aus einem bestimmten Material die partielle
Differentialgleichung 2-ter Ordnung

U = 02Uz + 7r(z, t).

Dabei ist a? der Koeffizient der Temperaturleitfihigkeit, und r(z, t)
ist eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion, die duflere Einfliisse
modelliert. Diese Gleichung heifit die Warmeleitungsgleichung. Wenn
r(z,t) =0 gilt, heift sie homogen, andernfalls inhomogen.

Wir wollen diese Gleichung mit einer von Joseph Fourier entwickelten
Methode behandeln.



8.2.1. Die homogene Warmeleitungsgleichung mit

homogenen Randbedingungen.

Sei L > 0. Sei f:[0,L] — R mit f(0) = f(L) =0 vorgegeben.
Sei f nicht konstant 0.

Es ist L die Lénge des Stabs. Es gibt f(z) die Temperaturverteilung auf dem Stab
zum Anfangszeitpunkt an.

Wir suchen Losungen der homogenen Warmeleitungsgleichung
U = a2 Ugg
mit

u(0,t) =0=wu(L,t) flir t=0 (Randbedingungen)
u(z,0) = f(z) fir z € [0, L] (Anfangsbedingung)
Die Stabenden liegen also an Eis und haben die konstante Temperatur Null.

Eine Lésung u(z, t) der Differentialgleichung beschreibt, wie die Temperatur mit
der Zeit iiberall auf null zuriickgeht.



8.2.2. Produktansatz nach Euler-Bernoulli.

Wir suchen eine Losung, die sich als Produkt der Form
u(z, t) = v(z) - s(t)

schreiben lafit, fiir gewisse Funktionen v und s.
Wir erhalten diesenfalls
62
5 @v(z)-s(t) =v"(z)-s(t).
Einsetzen in die Differentialgleichung u; = a’u,, liefert die Bedingung

v(z)s'(t) = a?s(t)v"(z)

us = v(x)- () =v(z)s'(t) und Uy =

und also s'(t) B az””(m)

s(t) v(z)
Als Randbedingungen erhalten wir v(0)s(t) =0 = v(L)s(t) fiir £ =0
und v(z)s(0) = f(z) fir z € [0, L].
Da f nicht konstant O ist, folgt hieraus s(0) # 0, und daraus wieder
v(0) =0 und v(L) =0.




Da die linke Seite dieser Gleichung nur von t und die rechte nur von z
abhangt, kann die Gleichung nur erfiillt sein, wenn beide Seiten
konstant sind. Also gibt es ein A € R mit

bzw.
v"+Av =0 und s'+ a%Xs=0,

d.h. v und s erfiillen gewohnliche lineare Differentialgleichungen 2-ter
bzw. 1-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.



8.2.3. Bestimmung der Ortsfunktion v(z).
Die Funktion v = v(z) geniigt der linearen Differentialgleichung
y"+ Ay =0.

Diese hat das charakteristische Polynom p(X) = X2 + A mit den
Nullstellen ++/—A.

Fall A < 0. Es bilden nach 4.4.5 die Funktionen

—/ =z v=Az

e und e

ein Fundamentalsystem. Also gibt es 71, 7 € R mit

v(z) = me VT 4 eV AT,
Damit erhalten wir das lineare Gleichungssystem

0 = v(0) = m+m
0 = v(L) = me VA4 meV L,



Fiir die Determinante der Koeffizientenmatrix ergibt sich

eV AL _ g VAL # 0. Also hat das System nur die triviale Losung
r1 = 15 = 0. Dann gilt auch f(z) = v(z)s(0) = 0, was wir nicht
betrachten.

Fall A =0. Es bilden nach 4.4.5 die Funktionen
1 und =z
ein Fundamentalsystem. Also gibt es 7, 75 € IR mit
v(z) =1 + .
Aus den Randbedingungen folgt jetzt
0=v(0)=7r, und O0=v(L)=r +nlL

und damit v, =7 =0, also f(z) = v(z)s(0) = 0, was wir nicht
betrachten.



Fall X > 0. Es bilden nach 4.4.5 die Funktionen
cos(vAz) und sin(vAz)
ein Fundamentalsystem. Also gibt es 7, 75 € IR mit
v(z) = ry cos(vVAz) + mysin(vAz).
Aus den Randbedingungen folgt
0=v(0)=mn

und dann
0=v(L) = rysin(vAL).

Da wir wegen f(z) nicht konstant 0 aber 7 # 0 brauchen, muf

VAL = nrw
und also 2,2
sein fiir ein n > 1. Nur diese Werte kommen fiir A in Frage. Mithin ist
v(z) = sin("—gra:)

Auch diirfen wir fiir den Losungsansatz u(z, t) = v(z) - s(t) nun nicht
beliebige Funktionen vorgeben, sondern finden solche Losungen nur fir
die Vorgaben der Form f(z) = v(z) - s(0) = m sin(”—L”:z:) - 5(0), also fiir
konstante Vielfache solcher Sinus-Funktionen.



8.2.4. Bestimmung der Zeitfunktion s(t).

Die Funktion s = s(t) gentigt der linearen Differentialgleichung
y' + a’ry =0.
Nach 4.4.5 bildet die Funktion
efazkt

ein Fundamentalsystem. Da A nur die Werte A, = i

annehmen

kann, wobei n = 1, erhalten wir also

2,2 2
_atn®m® 4

s(t) = re 12 ,

wobel 7 € R.

Fiir die Warmeleitungsgleichung erhalten wir damit die Basislosungen
0.271212
Up(z, t) = sin(”—j_j':c)e_ 12 t, wobei n > 1.
Problem: Nun wollen wir u(z,0) = f(z) beliebig vorgeben kénnen.
Einzelne w, reichen dafiir nicht.
Idee (J. Fourier): Basislosungen u, geeignet zusammensetzen, um das
beliebig vorgegebene f(z) zu erreichen.



8.2.5. Satz.

Die homogene Wirmeleitungsgleichung u; = a’ug, st linear:
flir je zwer Lésungen v und w und fir c € R sind

u+w und cu

ebenfalls Losungen der homogenen Warmeleitungsgleichung.

BEs gilt
(u—+w)t = u + Wy = a®Ugg + a2 Weg = a2 (U + W)ge
sowie

(cu): = cur = ca’uzy = a?(cu)g



8.2.6. Losung des Rand-Anfangswertproblems.

Wegen der Linearitat der homogenen Warmeleitungsgleichung ist jede
Linearkombination von Basislosungen wieder eine Losung. Unter
geeigneten Voraussetzungen, die wir als erfiillt annehmen, gilt dies
auch fiir unendliche Linearkombinationen. Daher machen wir fiir die
gesuchte Losung zu 8.2.1 den Ansatz

2,22
_afnim® 4

u(z, t) = Z bpun(z,t) = Z bn sin(n—;m) e 12
n=1 n=1
mit b, € R,n € IN. Fir £ =0 gilt
> nim
0) = bpsin| —z | = .
w20 =3 sin( ) = f(z)

Also miissen wir f in eine Fourier-Reihe entwickeln, die nur Sinusterme
enthalt. Das gelingt mit Hilfe ihrer ungeraden Fortsetzung wie in 7.7.3.



Fiir die Fourier-Koeffizienten der ungeraden 2L-periodischen
Fortsetzung von f erhalten wir

2 (¢ . [(nT
b= 7 | £leysin( e e
Hierbei sind wir auf den Namen ¢ fiir die Integrationsvariable
ausgewichen, da wir z noch fiir u(z, t) brauchen.

Wir erhalten die Losung also in Form einer zeitabhangigen
Fourier-Reihe. Der n-te Fourier-Koeffizient zur Zeit ¢ ist dabei

_ a2n2x2 t

bpe L2

Fiir t — oo gehen alle diese Koeffizienten gegen Null, wie auch
erwartet, und zwar mit wachsendem n immer schneller.



Zur Probe wollen wir tiberpriifen, daf das gefundene u(z, t)
tatsachlich die Differentialgleichung u: = a?ug, erfiillt.

Hierzu darf die Reihe summandenweise abgeleitet werden.

Es ist

a2n252

u = u(z,t) = ) 7, bysin(%Frz)e 2

Unter zweifacher Verwendung der Kettenregel wird einerseits

7a2n27r2 t
U = ) pgbncos(Fz)- e 2
_a2n27r2t
Uz = Y o ba(—sin(%z))- ()6 22
2.2 2
. 2,22 —2 T ¢
Uz = Y o bpsin(®fz) - (L) .e 2

Unter Verwendung der Kettenregel wird andererseits

2.2 2
2.2 2 _an T ¢

u = Y0 bpsin(%z) (—ELT) e 02

Also ist in der Tat u; = augy.



8.2.7. Der Integralkern.

Mit Hilfe des sogenannten Integralkerns

2 — iy pp . [nm
K(z,t € = ZZE 2 “gin %) sin Tﬁ ,

n=1

wobei z, £ € [0, L] und t € [0, +0c0), kann man die Losung
folgendermafien in Integralform darstellen:

L

u(z, ) = J K(z,t,€)f(€) dé.

0

Der Integralkern ist von f unabhangig, daher gilt diese Darstellung fiir
jede Anfangsverteilung f.



8.2.8. Beispiel

Sei f(z)=cflir 0<z < L. Sei f(0) =0 und f(L)
Wir erhalten als Fourier-Koeffizienten der ungeraden 2L-periodischen
Fortsetzung von f(z) fiir n 2> 1:

|

|
Il
o

bn = 1 [of(€)sin(7FE)d

= 2 [ csin("¢) d¢

Vgl. auch das dhnliche Beispiel 7.4.4.



Wir erhalten die Losung

2,2, 2
_afntm® 4

u(z,t) = bpsin(®rz)e 12

M

3
Il
_

_ a?n2n2 t

(1—(=1)")sin(%Fz)e 22

I
Ms
3

3
I
—

2 2. 2
(2k+1)“m
dc . ((2k+1)w Tt
T(2k+1) Sm( r Z)¢€ L

[
M8

ES
Il
o

Im nachfolgendem Graphen von u(z,t) werden a =1, ¢ =2 und
L =5 gesetzt.

Fiir die Darstellung der Anfangsbedingung u(z,0) = ¢ wird dabei
das 101. Fourier-Polynom benutzt.



%]

—_
Lm




Das Anfangswertproblem beschreibt die Entwicklung der
Temperaturverteilung in einem Stab, der zum Zeitpunkt ¢ =0
Temperatur 2 hat und an seinen Randern bei z =0 und z =5 auf
Temperatur 0 abgekiihlt wird (“Eisblocke angefiigt”).

Ein bewegtes Bild der resultierenden Temperaturverteilung, welches
mit einem geeigneten pdf-Viewer angesehen werden kann:

=0

b ;

0 1 2 3 4 S

Es wurde wieder das 101-te Fourier-Polynom verwendet. Bei ¢ =0
gibt dies einen erkennbaren Approximationsfehler.



8.2.9. Die inhomogene Warmeleitungsgleichung mit

homogenen Randbedingungen.

Sei L > 0 eine Konstante. Wir suchen Losungen der inhomogenen
Warmeleitungsgleichung

ur = a%ugg + r(z, t)
mit

u(0,t) =0=u(L,t) fliir t=0 (Randbedingungen)
u(z,0) = f(z) fir z € [0, L] (Anfangsbedingung)

Im Summand r(z,t) konnen duRere Einfllisse beriicksichtigt werden,
wie etwa an den Stab angebrachte regelbare Warmequellen.



8.2.10. Variation der Konstanten.

Nach 8.2.6 hat die homogene Warmeleitungsgleichung die allgemeine

Losung

a2 n2n2 t

t) = Z bn sin(n—;z> 2
n=1
mit b, € R.

Wir machen fiir die gesuchte Losung der inhomogenen Gleichung den
Ansatz der Variation der Konstanten:

a2n2x2
E b ( sm< )e 2,



Wir erhalten

R nr \ _e2n?r?,

n=1

und

© 9 3 2 222
ut(z, t) ZZ—Q?;Tbn(t)sin(?x>e 2z

n= 1
+ Z b, ( sm( ) e 2
Einsetzen in die Differentialgleichung
us = a2ugg + r(z, t)

liefert

2,2 2

o0 o0
Fourier-Entw. ~ . [nm ! . [(nm —aZn®m®
r(z,t) OUTETW E bn(t)sm(L:z:) = E b,'L(t)sm(La:) e 2 .

n=1 n=1



Dabei miissen wir r(z, t) als zeitabhangige Fourier-Reihe schreiben, in
der nur Sinus-Terme vorkommen. Das gelingt wieder mit der
ungeraden Fortsetzung in z-Richtung wie in 7.7.3. Mit

b(t) = ELL (z, t)sm(nL )dx

bu(t)sin( 7o)

2,2, 2
~ anim? 4

by(t) = bn(t)e 2

fir n 2 1, und b,(t) kann durch eine Integration berechnet werden.

gilt

Mg

n=1

Damit erhalten wir




Fir t =0 gilt
Z b ( s1n< ) .

Wenn wir jetzt die Integrationskonstanten so wahlen, dass

SRUCS

gilt, dann erfiillt die gefundene Losung auch noch die
Anfangsbedingung.



8.2.11. Die inhomogene Warmeleitungsgleichung mit

inhomogenen Randbedingungen.

Sei L > 0 eine Konstante. Wir suchen Losungen der inhomogenen
Warmeleitungsgleichung

U = a2 Uz + 7r(z, t)
mit

u(0,t) = g(t); u(L,t)=h(t) firt =20 (Randbedingungen)
u(z,0) = f(z) fiir z € [0, L] (Anfangsbedingung)

Die inhomogenen Randbedingungen u(0,t) = g(¢) und u(L, t) = h(t)
lassen sich in die Inhomogenitdt r(z,t) und die Anfangsverteilung
f(z) “einbauen”, und damit 13sst sich dieser Fall auf die bereits
behandelten zuriickfiihren.

Wir nehmen an, dass g und h differenzierbar sind.



Wir definieren 7 : [0, L] x [0,00) — IR und f : [0, L] — IR durch

7 (2,8) == r(z, ) — (1 - m) g'(t)— Zhi(t)

L L
und
~ T z
=f(z)— [1—=) g(0) — Zh(0).
flo) = f(o) — (1= T ) 9(0) - Th(0)
Sei jetzt 4 : [0, L] x [0,00] — R eine Funktion mit
Ur = gy + 7 (2, 1)
sowie
Z(0,t)=0=a(L,t) firt=0
und
@ (z,0) = f(z) fir z € [0, L.
Wir setzen



Dann gilt

Uzy = Uz
und
w = T+ (1 - D g'(8)+ Zh'(2)
= 0% +F(x,8) + (1 - z) g'(8)+ Th'()

= a%ug + 7(z, t).

Also geniigt u der urspriinglichen Differentialgleichung.
Fir t =0 gilt

u(z,0) = @(z,0)+ (1 _ 2) 9(0) + %h(o)

— Fla)+ (1= 7) 90)+ 2RO
= fla).

Also erfiillt f auch die Anfangbedingung.



Fir die Rander £ =0 und z = L erhalten wir schlieflich

w(0,t) —7(0,¢) + (1 _ 2) o(t) + %h(t)
q(t)

und
u(L,t)

T(L )+ (1 _ i) 9(t) + %h(t)
K2,

Insgesamt ergibt sich, dass u eine Losung des urspriinglichen
Rand-Anfangswertproblems darstellt.



8.2.12. Bemerkungen.

@ Das Beispiel zeigt, dass man bei der Behandlung partieller
Differentialgleichungen von Anfang an sehr viel Wert auf die
Berticksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen legen muss.

@ Das Verfahren ladsst sich auf die 2- und 3-dimensionale
Warmeleitungsgleichung w; = a?(ug + uyy) bzw.
Ut = a?(Ugg + Uyy + Uy, ) verallgemeinern. Fiir rechteckige Platten
bzw. quaderformige Korper fiihrt eine mehrfache Anwendung des
Produktansatzes zum Ziel. Anders geformte Korper muss man
durch geeignete Koordinatentransformationen auf Rechtecke bzw.
Quader abbilden. Anwendung des Produktansatzes auf die
transformierte Gleichung fiihrt dann fiir die
Komponentenfunktionen haufig auf eine lineare
Differentialgleichung 2-ter Ordnung mit nicht konstanten
Koeffizienten.



8.3. Die Wellengleichung

8.3.1. Definition.

Sei ¢ > 0. Sei r(z,t) zweimal stetig partiell differenzierbar.
Die lineare partielle Differentialgleichung 2-ter Ordnung

Ut = C2Ugg + 7(, t)
heifft Wellengleichung.

Falls 7(z, t) = 0 gilt, heift sie homogen, andernfalls inhomogen.

Wir betrachten im weiteren nur die homogene Wellengleichung

Ut = C2’U,m o

Die Wellengleichung beschreibt die Ausbreitung von Wellen in einem
homogenen Wellentrager. Hierbei ist u(z,t) die Auslenkung der Welle
an der Stelle z zum Zeitpunkt ¢.

Es ist ¢ eine Materialkonstante. Die Funktion r(z,t) beschreibt
auflere Einfliisse.



8.3.2. Satz (d'Alembert).

Es seien F, G : R — R zweimal stetig differenzierbare Funktionen.
Dann ist u: R? — IR mit

u(z,t) = F(z + ct) + G(z — ct)

eine Losung der Wellengleichung Uy = C?Ugg .

Umgekehrt ist jede zweimal stetig partiell differenzierbare
Lésung u = u(z,t) der homogenen Wellengleichung von dieser
Form.

Der Satz von d’Alembert besagt, dass die Losungen der
Wellengleichung Uberlagerungen von zwei Wellen sind, die ihre Form
im Lauf der Zeit nicht andern und die sich mit der konstanten
Geschwindigkeit ¢ nach links (Anteil F'(z + ct))

und rechts (Anteil G(z — ct)) ausbreiten.



Beweis.
Ist u(z,t) = F(z + ct) + G(z — ct), dann gilt:

Uy = c';i:c (Flz4+ct)+ G(lz—ct)) =F'(z+ct)+ G'(z — ct)

und
Ue = F'(z + ct) + G'(z — ct),

sowie

U = % (F(z+ct)+ Gz —ct)) = cF'(z + ct) — cG'(z — ct)

und
ug = 2F"(z + ct) + 2 G"(z — ct).

Also ist u eine Losung der Wellengleichung us = c2tuyg .



Um zu zeigen, dass sich jede Losung so erhalten lasst, fiihrt man neue
Koordinaten durch £ =z 4 ct, n =z — ct ein, also z = %(ﬁ +1),

t= %(E —n). Man schreibt u(z,t) = @(é(z, t),n(z, t)). Es wird

Uy = ﬂf&z + ﬂnnz = 65 + 677
Ue = (Uge +Ugy) + (Une + Upy) = Ugg + gy + Uy
u = Ukt +UnMe = clg — cliy
uy = clclge — cligy) — c(cliye — cliny) = c2(Tge — 2Ty + Uny)
s soll 0 = Ut — C2Ugg = —4026577 sein. Also ug, = 0.

Also g konstant in 7. Also @ = q(€).

Aufleiten nach £ gibt nun %(&,7) = F(§) + G(n), mit G(n) in der
Rolle der Integrationskonstanten, die in £ konstant sein sollte.
Somit erhalten wir

u(z, t) =ul¢(z, t),n(z, t))
= F(¢(z,t)) + G(n(z,t)) = F(z + ct) + G(z — ct) .



8.3.3. Satz.

Es seten f:IR — IR eine 2-mal und g: R — R eine 1-mal stetig
differenzierbare Funktion. Dann st die Losung des
Anfangswertproblems

Ut = g, u(2,0) = f(z), w(z,0) = g(z)

gegeben durch die d’Alembertsche Formel

1 z+ct
u(m,t):§(f(z—ct)+f(m+ct))+ﬁj g(s)ds.



Beweis.

Sei u eine Losung des Anfangswertproblems. Nach 8.3.2 gibt es
F,G:R — R mit

u(z,t) = F(z + ct) + G(z — ct).
Einsetzen der Anfangswerte liefert
u(z,0) = F(z) + G(z) = f(=z)

und
ut(z,0) = cF'(z) — cG'(z) = g(z).

Also sollte cF'(z) — cG(z) gleich einer Stammfunktion H(z) von g(z)
sein. Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

F(z)+ G(z) =f(z)
F(z)— G(z) =c'H(z)



Die Losung des linearen Gleichungssystems ist

Fla) = f(z)+ 5 H(z)

1 1

Gle) =5fla)— 5 H(a)

Wenn man zu H eine Integrationskonstante addiert, andert sich u
nicht. Also konnen wir flir H eine beliebige Stammfunktion von g
wahlen, und wir wahlen

0
Also wird
z+ct z—ct
H(x—l—ct)—H(:z:—ct):J g(s)ds—J g(s)ds
0 0



Also gilt

u(z,t) = F(z+ ct)+ G(z — ct)

= SUla+ ct) + flz — ct)) + o (H(z+ ct) — H(z — ct)
1 z+ct
— et fle—c+ o | gls)ds

und damit die d’Alembertsche Formel.



8.3.4. Bemerkungen.

@ Die Funktion f beschreibt die Anfangsauslenkung der
Wellenbewegung.
Die Funktion g beschreibt die Anfangsauslenkungsgeschwindigkeit
der Wellenbewegung.

® Wenn die Anfangsauslenkungsgeschwindigkeit iiberall gleich 0 ist,
wenn also g = 0 ist, dann teilt sich die Welle in zwei gleiche
Halften, die sich mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ in die beiden
verschiedenen Richtungen des Wellentragers bewegen.

© Bei der d’Alembertschen Formel geht man von einem in beiden
Richtungen unbegrenzten Wellentrager aus. Damit lassen sich sehr
lange Wellentrager modellieren. Bei begrenzten Wellentragern
muss man noch Randbedingungen beriicksichtigen.



8.3.5. Beispiel

Wir 16sen das Anfangswertproblem

2
Utt = Uz ’U.(:E,O) =0, Ut((Z?,O) = 1+z2°
BEs wird »
T
u(z,t) = 3(0+0)+ 2fzt1+252d3

¢
= Z[2arctan(s)]3}

= arctan(z + t) —arctan(z — t) .



Der Graph der Losungsfunktion:

Insbesondere wird «(0, t) = arctan(t) — arctan(—t) = 2arctan(t), was
fiir t — 400 gegen m geht.



Das Anfangswertproblem beschreibt die Bewegung einer Welle, die
zum Zeitpunkt ¢ = 0 in der Null-Lage ist und dabei zum Zeitpunkt
t = 0 eine Geschwindigkeitsverteilung u:(z,0) = H% hat, was einem
Impuls nach oben in der Umgebung von z = 0 entspricht.

Ein bewegtes Bild der resultierenden Welle, welches mit einem

geeigneten pdf-Viewer angesehen werden kann:

t=0

Zum Zeitpunkt ¢t wird dabei der Graph der Funktion
u(z, t) = arctan(z + t) — arctan(z — t) angezeigt, wie oben berechnet.



8.3.6. Die schwingende Saite.

Sei L > 0. Sei ¢ > 0. Wir betrachten das folgende
Rand-Anfangswertproblem:

2
Utt = C Ugg

u(0,t) =0=wu(L,t) firte R (Randbedingungen)
u(z,0) = f(z) fiir z €0, L]

Anf bedi
ut(z,0) = g(z) firz € [0, L] } (Anfangsbedingungen)

Dadurch wird eine an beiden Enden eingespannte schwingende Saite
modelliert, mit vorgegebener Auslenkung f(z) und vorgegebener
Geschwindigkeit g(z) bei t =0.



8.3.7. Satz.

Die Bedingungen aus 8.3.6 seien erfiullt. Wir definieren eine
Funktion F': R — R durch

%f(m)—l—iJ’o g(s)ds  falls0<z <L
F(z) =

1 1 (7°
——f(—z)—l——J g(s)ds falls —L<z<0
2 2¢c 0

und 2L-periodische Fortsetzung. Dann 1st die Losung des
Rand-Anfangswertproblems 8.3.6 gegeben durch

u(z,t) = F(z + ct) — F(—z + ct)

wobet t € R und z € [0, L] .



Beweis.

Gemaf 8.3.2 konnen wir die Losung der Wellengleichung in der Form
u(z,t) = F(z + ct) + G(z — ct)

mit 7, G : IR — IR ansetzen. Aus der ersten Randbedingung «(0,t) =0
folgt
0=u(0,t) = F(ct) + G(—ct).

Da dies fiir alle ¢ € IR gilt, erhalten wir

fiir z € R. Aus der zweiten Randbedingung u(L,t) = 0 folgt jetzt
O=wu(L,t)=F(L+ct)+ G(L—ct)=F(L+ct)— F(—L+ ct).

Also hat F' die Periode 2L.



Wie im Beweis von 8.3.3 erhalten wir

Fle) =3fl@)+ 5| als)as

Go) =3f@) -5 glo)as

fiir 0 < z £ L. Also gilt
1 1 (°
Flz)=—-G(—z)=—Sf(-z)+ | gls)ds
2 2c 0
fir —L < £ < 0. Damit hat F die im Satz angegebene Form, und es
gilt

u(z,t) = F(z+ct)+ G(z — ct) = F(z + ct) — F(—z + ct).



8.3.8. Bemerkungen.

@ Fiir festes z hat die Funktion ¢ — u(z,t) die Periode ZTL, wie
man aus der Beziehung

u(x,t—k%) =F<m+c<t+%>>—F(—x—l—c(t—i—%’))
=F(z+ct)— F(—z + ct) = u(z, t)

sieht. Also schwingen alle Punkte der Saite mit der gleichen
Periode %’

@ Im Falle verschwindender Anfangsgeschwindigkeit g =0 ist F' die
Halfte der ungeraden 2L-periodischen Fortsetzung von f, und es
gilt

u(z,t) = F(z + ct) + F(z — ct).



8.3.9. Beispiel (Die gezupfte Saite).

Wenn man eine Saite in der Mitte anzupft, gilt fiir die
Anfangsgeschwindigkeit ¢ = 0, und die Anfangsauslenkung hat die
Form eines gleichschenkligen Dreiecks, beschrieben durch

B br  fiir z € [0, L]
f(z)_{ bL—bz fiir ¢ € [£, L.

Fir z = L gilt

L L L L

da der Graph von F' symmetrisch zur Geraden z = é’ liegt. Also fiihrt

die Saite an der Stelle z = %’ eine Sdgezahnschwingung aus.



Die Funktion F' ist die Halfte der ungeraden 2L-periodischen

Fortsetzung von f. Also gilt

%b:c firz € [—g, %]
F(z) =

1(bL—bz) fiir z € [£,3L].

Esist F(z+ L) =—F(z) fir z € [—%, %], damit auch fiir z € [%, %]

wegen F(z + L) = F(z — L) = —F(z), damit auch fiir z € IR wegen
2L-Periodizitat.

o . L L
Sei jetzt ¢t € [0, 52], also ct < 3.

Fir z € [0, % — ct] ist dann auch z — ct =2 0 — %, also

L
—ng—ct§x+ct§

N

und damit
u(z,t) = F(z+ ct)+ F(z — ct)

1 1
= Eb(m + ct) + Eb(a: —ct) = bz

(=f(z)).



FﬁrmE[é—ct,é%—ct] gilt £+ ct < L+2¢t<3L und
g—ct=L_2ct>—L also

L
——<z—ct<

3L
2~ 2

und damit
u(z,t) = F(z+ ct)+ F(z — ct)
1 1 1
f(bL— b(z + ct)) + Eb(m —ct) = EbL_ bct.
Dieser Wert hangt nicht von z ab.
Fiir :cE[ + ct, I] gilt :c+ct<L+— also
£§m—ct§m+ct§%,
2 2
und damit
u(z,t) = F(z+ ct)+ F(z — ct)
1 1
§(bL_ b(z + ct)) + §(bL— b(z —ct)) = bL — bz

(=f(z)).
Also hat die Welle zu jedem Zeitpunkt ¢ die Form eines Trapezes.



. . L
Zusammengefasst gilt fiir 0 < ¢ < ;2

bz fiir:cG[O,%—ct]
1
u(z,t) = 5L — bet fiir z € (L — ct, L + ct]
bL— bz fiir z € [L + ct, L.

Fir t = Z—Ié gilt

—\)Y=0
u(e, ) =0,

Fiir t € [£, L] gilt dann

2ct ¢

u(z,t) = F(z + ct) + F(z — ct)
=—Fz—L+ct)— F(z+ L— ct)
— —Fle—c(l—1)—Fla+c(t—1) = —ulze, L —1).

C

Also baut sich das Ausgangsdreieck iiber Trapeze bis auf Null ab, baut
sich dann in der Gegenrichtung iiber die gespiegelten Trapeze zum
gespiegelten Ausgangsdreieck auf, und dieser Vorgang setzt sich
periodisch fort.



Wir betrachten das Beispiel mit c =1,L =4,b=1:




Ein bewegtes Bild der resultierenden Wellenbewegung, welches mit
einem geeigneten pdf-Viewer angesehen werden kann:




8.4. Die Potentialgleichung

8.4.1. Definition.

Wir verwenden den Laplace-Operator aus A 5.2.7

52 52
To oy
Die inhomogene lineare partielle Differentialgleichung 2-ter Ordnung
o%u 8%y

flir eine stetige Funktion f heifft Poisson-Gleichung.
Die homogene lineare partielle Differentialgleichung 2-ter Ordnung
AU = Ugz + Uyy =0

heifit Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung.
Die zweimal stetig partiell differenzierbaren Lésungen u = u(z, y) der
Potentialgleichung heiffen harmonische Funktionen.



Wir bendtigen ein Konstruktionsprinzip flir harmonische Funktionen:
8.4.2. Bemerkung

Sei D € C offen. Sei f: D — C: z — f(z) eine komplex

differenzierbare Funktion, d.h. es existiere f'(z) := llmz %
w—

z € D. Wir schreiben

u(z,y) = Re(f(z+iy)) und w(z,y) = Im(f(z +iy)),
wobei z, y € R. Es ist also
flz+iy) = ulz,y) +iv(z,y) .

Die partiellen Ableitungen werden mit Kettenregel zu

fur

uz(z,y) +ivg(z,y) = f'(z+iy)-1
uy(z,y) tivylz,y) = f'(z+iy)-i
Also ist
uy(z,y) +iv(z,y) = f'(z+iy)-i
(uz(z,y) +ivz(z,y)) -1
= iwg(z,y) —vlz,y) .



Abgleich von Real- und Imaginarteilen gibt:

8.4.3. Bemerkung.

Fir f(z +iy) = u(z, y) +iv(z,y) wie in 8.4.2 gelten die
Cauchy-Riemann-Gleichungen

Uy = Uy
Uy = —Ug.
Insbesondere ist
Ugy + Uyy = Uyg — Uy = O
und
Ugz + Uyy = —Uyz + Uy = 0.

Es sind v = u(z, y) und v = v(z, y) also harmonische Funktionen.

Sind umgekehrt u(z,y) und v(z,y) stetig partiell differenzierbar und
erfillen u; = vy und uy = —v;, dann ist die Funktion
flz +1iy) = u(z,y) +iv(z, y) komplex differenzierbar.



8.4.4. Beispiele.

O Fiir f(z) = 22 wird
flz+iy) = (z+iy)? = (22 —y?) +i 22y .
Davon sind der Realteil v = u(z,y) = 22 — y? und der
Imaginarteil v = v(z, y) = 2zy harmonische Funktionen.

Probe: ug + Uy =2—2=0 und vz + vy =0+ 0=0.
@ Fiir f(z) = 23 wird
flz+iy) = (z+iy)® = (2 —3zy?) +i(3z%y — y°) .

Davon sind der Realteil u = u(z,y) = % — 3zy? und der
Imaginirteil v = v(z,y) = 322y — y3 harmonische Funktionen.

Probe: ug; + uyy = 6z — 6z =0 und vy + vyy = 6y — 6y =0.



8.4.5. Beispiele.

Sei w € R.
@ Sei f(z):=e¥*. BEs wird
flz +iy) = e¥%el¥Y = e cos(wy) + ie“® sin(wy) .
Dies gibt die harmonischen Funktionen u(z,y) = e“* cos(wy) und
v(z,y) = e“"sin(wy).
@ Sei f(z):=e¥*. Es wird
flz+iy) = e '“%e?Y = cos(wz)e?? —isin(wz)e“V .
Dies gibt die harmonischen Funktionen u(z,y) = cos(wz)e*? und
v(z,y) = —sin(wz)e“?.



Nun sind auch Linearkombinationen harmonischer Funktionen wieder
harmonische Funktionen. Aus 8.4.5 ergibt sich also folgende
harmonische Funktion:

8.4.6. Bemerkung.

Fir w € R und ay, by, cu, d, € R ist
u(z,y) ;= a,e“" cos(wy)+b,e”" sin(wy)+c, cos(wz)e?+d, sin(wz)e*?
eine harmonische Funktion auf IR?, d.h. sie erfiillt ug; + uyy = 0.

Auch jede Summe solcher Funktionen ist wieder harmonisch.

Die Wahlfreiheit in den konstanten Koeffizienten kann man verwenden,
um vorgegebene Randbedingungen zu erfiillen.



8.4.7. Beispiel.

Wir suchen auf dem Bereich { ;) € R?| z € [0, 7], y € [0, 7]} eine
Losung der Potentialgleichung

‘

Ugy + Uyy = 0

mit den Randbedingungen

u(z,0) = sin(z) und  u(z,w) = 0 fir z € [0, 7]

und

u(0,y) = sin(y) und  u(m,y) =0 fir z € (0,7 .
Wir verwenden w = —1 und w = 1 und versuchen den Ansatz
u(z,y) =

a_1e % cos(—y) + b_1e Fsin(—y) + c_1 cos(—z)e ¥ + d_; sin(—z)e Y
+aie¥cos(y) + b1e”sin(y) + c1 cos(z)e¥ + dp sin(z)e .

Es miissen nun a_1,b_1,c_1,d 1, ai, b1, c1, d; so bestimmt werden, daf
die Randbedingungen erfiillt sind.



Es soll sein

0 = u(z,m) = —a 16+ c icos(z)e ™ —d qsin(z)e "

—a16% + ¢y cos(z)e™ + dysin(z)e™ .
Da die Funktionen e®, € %, cos(z) und sin(z) linear unabhéngig sind
(z.B. dank reguldrer Wronski-Matrix), folgt a1 =0, a; =0,
c.1=—c1e® und d_; = die3".

Nun soll sein

0 = u(m,y) = —b_1e "sin(y)— c1e?"(—1)e ¥

+b1e"sin(y) + ci1(—1)eY .

Da die Funktionen sin(y), e¥ und e ¥ linear unabhéingig sind, folgt
=0 und bfl = b1627r.



Nun soll sein
sin(z) = u(z,0) = —dye* sin(z) + d; sin(z) .

2™

Es folgt d; = —ﬁ yalso dy =—2%— .

Nun soll sein
|

sin(y) = u(0,y) = —b1e*" sin(y) + bysin(y) .
Es folgt b; = —ﬁ ,also b1 = —egj%l .

Die gesuchte Losung ist also

u(z,y) = 627}_1 (e sin(y) + sin(z)e*™ ¥ — e sin(y) — sin(z)eY) .




Der Graph der Lésungsfunktion u(z,y) auf dem Bereich
{(Z) €RR?| z € [0,7], y € [0,7]}. Auf den Kanten erkennt man die
Randbedingungsfunktionen sin(z), sin(y), 0 und 0.

08—

04—

0.2

S V]
=
= N




Von einer harmonischen Funktion u(z,y) zuriick zur komplex
differenzierbaren Funktion f(z + iy) mit Realteil u(z, y):

8.4.8. Bemerkung.

Sei D C R? eine einfach zusammenhingende offene Teilmenge,
d.h. D “habe keine Locher”, vgl. A 5.1.3.
Sei u : D — IR harmonisch. Wir betrachten das Vektorfeld

. 2 o z P _uy(zry)
K:D— R%: (y) — K(z,y) = ( u,(m,y)) :
Esist (K2); — (K1)y = Uze + Uyy = 0. Nach A 5.2.4 hat K ein
Potential v: D — IR, und v ist eindeutig bis auf eine additive

Konstante. Der Gradient von v ist also

Vg o . —Uy
(5) =x =)
d.h. es erfiillen w und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen. Daher ist

flz+iy) = ulz,y) +iv(z,y)
komplex differenzierbar, mit Re(f(z +1iy)) = u(z, y).

Es ist auch v harmonisch wegen vz, + vyy = — Uy + Ugy = 0.



8.4.9. Bemerkung (Noch ein Vektorfeld).

Eine Bemerkung am Rande. Darf ignoriert werden.
Seien harmonische Funktionen v = u(z,y) und v = v(z,y) mit (Z;) = (72)
gegeben, auf einem Definitionsbereich D; vgl. 8.4.8.

Wir bilden das Vektorfeld

F:D — R : (z) — F(z,y) = ( u(z’y)) .

—v(z,y)

@ Esist divF =u; + (—v)y = uz — u; = 0 auf D. Also ist F' quellfrei.
@ Esist rot F = (—v); —uy = uy — uy =0 auf D. Also ist F' wirbelfrei.
© Beispiele fiir quell- und wirbelfreie Vektorfelder sind:

¢ Geschwindigkeitsfelder von stationaren, inkompressiblen,
reibungsfreien Stromungen
® elektrostatische Felder



8.5. Klassifikation von Differentialgleichungen

8.5.1. Definition.

Eine partielle Differentialgleichung 2-ter Ordnung in 2 Veranderlichen
heifit linear, wenn sie von folgender Form ist

a11 (T, Y) Uz + 2012(Z, Y) Uy + a22(T, Y) Uyy
+b1(z, y)us + ba(z, y)uy + c(z, y)u = r(z, y).

Dabei sind aj1,...,7: D — R stetige Funktionen auf einem Gebiet
D C R?.

Die Differentialgleichung heifit homogen, wenn r(z,y) = 0 gilt,
andernfalls inhomogen.



8.5.2. Bemerkung.

Die Menge der Losungen der Differentialgleichung aus 8.5.1 bildet im
homogenen Fall einen Untervektorraum des Raumes aller 2-mal stetig
partiell differenzierbaren Funktionen auf D.

Die Menge der Losungen der Differentialgleichung aus 8.5.1 im
inhomogenen Fall erhalt man, indem man zu einer partikularen Losung
der inhomogenen Gleichung die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung addiert.

Der Beweis folgt wieder aus der Tatsache, dass die Funktion u und
ihre Ableitungen linear in die Differentialgleichung eingehen.



8.5.3. Definition.

Wir betrachten zu einer gegebenen linearen partiellen
Differentialgleichung 2-ter Ordnung an der Stelle (;) € D die Matrix

_ [ aulz,y) az(z,y)
Al y) = ( a2(z,y) a2z, y) )

Die Differentialgleichung heifft an der Stelle (f,) €D
e elliptisch, wenn A(z,y) (positiv oder negativ) definit ist, d.h.
wenn det A(z,y) > 0 ist; vgl. L 6.1.8;
¢ hyperbolisch, wenn A(z,y) indefinit ist, d.h. wenn
det A(z,y) < 0 ist;
¢ parabolisch, wenn det A(z,y) = 0 ist.
Die Differentialgleichung heifit elliptisch, hyperbolisch resp.
parabolisch, wenn sie in jedem Punkt die entsprechende Eigenschaft
hat.



8.5.4. Beispiele.

© Fiir die Warmeleitungsgleichung a’ug; — us = 0 ist
2
Alz,t) = an(z,t) ap(z,t) )\ _ [ a® 0
a12(z,t)  ax(z,t) 0 0

Diese Matrix hat iiberall die Determinante 0.
Also ist die Warmeleitungsgleichung parabolisch.

@ Fiir die Wellengleichung c?ug; — ug = 0 ergibt sich

aji(z,t) apz(z,t) ¢t 0
A :I), t = =
( ) < 0,12(11,1‘5) a'22($1t) 0 -1
Diese Matrix hat iiberall die Determinante —c? < 0.
Also ist die Wellengleichung hyperbolisch.



© Fir die Potentialgleichung uz; + uyy, = 0 erhalt man

ai(z,y) aw(z,y) 10
A :I:, = fr
(@) ( ai2(2,9)  aaa(z, ) 0 1
Diese Matrix hat iiberall die Determinante 1 > 0.
Also ist die Potentialgleichung elliptisch.

8.5.5. Bemerkung.
Die drei von uns untersuchten Differentialgleichungen sind die
Prototypen fiir ihre jeweilige Klasse.

Oft werden stationdre (also zeitunabhéngige) Zustédnde durch
elliptische Differentialgleichungen beschrieben.

Ausgleichsprozesse werden durch parabolische Differentialgleichungen
modelliert.

Hyperbolische Differentialgleichungen beschreiben Transportprozesse.
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