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Vorwort

Inhalt ist Differentialgeometrie von Kurven und Flichen im R3.

Vorausgesetzt wird Hohere Mathematik 1 ing, also Lineare Algebra und Geometrie [3],
und Hohere Mathematik 2 ing, also Analysis [4]. Auch werden Integrationstechniken aus
Hohere Mathematik 3 ing zum Einsatz gebracht [5].

Insbesondere wird der Begriff der Parametrisierung einer Kurve vorausgesetzt. Wir werden
aber kurze Erinnerungen einbauen.

Solange das Skript im Entstehen ist, wird wegen laufender Anderungen empfohlen, es
nicht auszudrucken, sondern als File regelméfig zu aktualisieren.

Als Grundlage verwenden wir das Skript von MARK HAMILTON [2] und den Band Diffe-
rentialgeometrie aus der Reihe von BERNHARD BAULE [1].

Dank geht an MONIKA TRUONG fiir Diskussionen iiber den Inhalt wéhrend der Erstellung.

Fiir Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Stuttgart, Winter 2022/23

Matthias Kiinzer



Kapitel 1

Kurven im Raum

1.1 Parametrisierungen

Definition. Sei I C R ein Intervall.

Sei
C: I — R

eine beliebig oft differenzierbare Abbildung mit C’(t) # 0 fir t € 1.

Dann heifst C' eine requldre Parametrisierung der Kurve K := C(I).

Sei in diesem Abschnitt §1.1 eine solchermafen via C' parametrisierte Kurve K gegeben.
Es ist C'(t) ein Vektor tangential an die Kurve im Punkt C(t).

Fir a, b € I mit a < b und die Kurve K, := C([a, b]), die von C(a) bis C(b) lauft, ist

b
L(K.p) = / (1)) dt
die Lange der Kurve K, ;. Vgl. [4, 5.4.2].

Bemerkung. Seien J C R ein Intervall. Sei

u:d = I : s — us)
beliebig oft differenzierbar und bijektiv, mit «/(s) > 0 fiir s € J.
Sei auch u=! : I — J beliebig oft differenzierbar.

Dann ist
Cou:J — R : s Clu(s))

auch eine reguldre Parametrisierung von K.

Denn nach der Kettenregel wird

(Cou)(s) = C'(uls)) - u'(s)
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vgl. [4, 4.8.3]. Dies ist stetig und tiberall ungleich 0.

Wir sagen, es wurde die Kurve K von C zu C' := C o u umparametrisiert.

Beispiel. Sei r > 0. Sei h > 0.

Dann parametrisiert
7 cos(t)
C:R =Rt Ct)= <Tsin<t>>

eine Schraubenlinie von Radius » und Ganghohe 27h.

—rsin(t)

Es ist C'(t) = ( rcos(t) ) und also |C'(t)] = Vr? + h? =: d.
h

Sei u(s) = s/d. Dann ist u/(s) = 5 > 0 und

~ rcos(s/d)
C(S) = (COU)(S) = (rsin(s/d))

hs/d
Es wird
-, 1 —rsin(s/d)
C (5) = 5 rcos(s/d)
h
und also
IC'(s)| = V4 h? =1
fir s € R.

Beispiel. Seien p, ¢ > 0. Es parametrisiert

0

pcos(t)
C :[0,2n] = R® : ¢t C(t) = (qsin(t)>
eine Ellipse in der x1-zo-Ebene mit Halbachsen p auf der x1-Achse und ¢ auf der z9-Achse.

) —psin(t) )
Es ist C'(t) = ( qcos(t) ) Es ist
0

[C'(0)] = Vp?sin(t)? + ¢ cos(t)? = \/(p? — ¢?)sin(t)? + ¢2 .

Definition. Es heifst C' eine normierte Parametrisierung oder eine Parametrisierung nach
Bogenldinge von K, wenn

IC'(t)] =1
ist fur ¢t € 1.

Héufig verwenden wir bei einer normierten Parametrisierung den Parameternamen s.



Bemerkung. Es gibt eine normierte Parametrisierung von K.

Denn datfiir sollte nach Umparametrisierung
[(Cou)(s)] = [C(u(s))]-u'(s) =1

sein fiir s € J, d.h.

1) = [ 1ol dn = [jC@E) - ds = [1ds=.

Da |C(u)| > 0 stets, ist die Stammfunktion H(u) streng monoton wachsend und somit
invertierbar bei geeigneter Wahl von Definitions- und Zielbereich.

Wir konnen also

zu erhalten.

Bemerkung. Beim Beispiel der Ellipse konnen wir eine normierte Parametrisierung nicht
mehr durch eine Rechnung angeben, da das Integral [ \/(p? — ¢2)sin(u)? + ¢ du nicht
geschlossen berechnet werden kann.

Wir tun also gut daran, zu den Formeln, die wir im folgenden unter Voraussetzung einer
normierten Parametrisierung bekommen werden, auch immer noch die Formeln fiir eine
allgemeine Parametrisierung anzugeben.

1.2 Normalenvektor und Krimmungskreis

Sei I C R ein Intervall. Sei
C:1 =R :s— Cs)
eine normierte regulire Parametrisierung der Kurve K = C(I).

Definition. Es ist
v(s) == C'(s)

der Tangentenvektor an K im Punkt C(s).
Nach Voraussetzung ist |v(s)| =1 fiir s € I.

Definition. Sei s € I. Es ist



die Krimmung von K im Punkt C(s).
Es ist
() = s
T )
der Krimmungskreisradius von K im Punkt C(s).
Falls dabei k(s) = 0 ist, ist p(s) = +oo.

Anschauliche Begriindung: Ist dg der infinitesimale Winkel zwischen v(s) und v(s + ds),
beide an C(s) angeheftet, dann ist

d
= = W)l
Ferner ist
p(s)dp = ds
Also ist in der Tat
ds 1 1

Bemerkung. Sind

differenzierbare vektorwertige Abbildungen, dann wird

Lps)a(s)) = L(pi(s)ai(s) + pa(s)ga(s) + ps(s)as(s))
= pi(8)qi(s) + pa(s)qa(s) + p5(s)gs(s) + p1(s)qy(s) + pa(s)aa(s) + ps(s)az(s)
= ('(s)]a(s)) + (p(s)[d'(s)) -

Die Produktregel gilt also in dieser Form auch fiir das Skalarprodukt.
Definition. Sei s € I mit x(s) = |C"(s)| # 0. Dann ist

= —O”(S) = V'(s)- p(s

der Normalenvektor an K im Punkt C(s).

In der Tat konnen wir aus

durch Ableiten folgern, daf

0 = %(v(S)Iv(SD = (V(s) [v(s)+(v(s) [v'(s)) = 2{u(s)[v'(s)) = 2(v(s)|n(s))-1C"(s)]



und somit
0 = {v(s)[n(s)) .
D.h. es sind v(s) und n(s) zueinander senkrechte Vektoren von Lénge 1.

Hierbei verlauft der Kriimmungskreis in der Ebene mit Aufpunkt C(s) und Richtungs-
vektoren v(s) und n(s). Genauer gilt folgendes.

Definition. Sei s € I mit k(s) = |C”(s)| # 0. Dann ist der Mittelpunkt des Krimmungs-
kreises der von C parametrisierten Kurve am Punkt C(s) gegeben durch

1

M(s) = C(s) +n(s)-p(s) = C(s)+C"(s)- ICT()2

Am Punkt C(s) ist der Krimmungskreis selbst parametrisiert durch

p = M(s) —n(s)p(s) cos(p) + v(s)p(s)sin(p)

wobel ¢ € [0, 27].

Beispiel. Quasi als Probe betrachten wir einen Kreis von Radius 2 in der x;-xo-Ebene,
parametrisiert durch
sin(s/2)
C(S) = 2 008(5/2) ,

wobel s € [0, 4n].

cos(s/2)
Es ist |C'(s)] = ‘ <sin(s/2)) ‘ = 1. Es liegt also eine normierte Parametrisierung vor.
0

—sin(s/2)
Es ist C"(s) = 3 (—605(8/2)). Hieraus erhalten wir die Kriimmung
0

K(s) = 1) = -

Somit ergibt sich der Kriimmungskreisradius zu

1

o) = e~

Y

sowie der Normalenvektor zu

B O”(S) B —sin(s/2)
0 = gy = (R

Desweiteren erhalten wir den Kriimmungskreismittelpunkt

sin(s/2) —sin(s/2) 0
M(s) := C(s) +n(s) - p(s) = 2 <Cos<s/2>) - (eoso@/m) 2 = (g) ,



was auch der Erwartung entspricht.
Beispiel. Seien r, h > 0. Sei d := /r2 + h2.

Wir betrachten die durch )
rcos(s/d
C(S) = (rsin(s/d))
hs/d

fiir s € R normiert parametrisierte Schraubenlinie aus §1.1, von Radius » und Gangho-

he 27h. Es war
—rsin(s/d)

o(s) = C'(s) = §<ms(s/d)>

—cos(s/d)
C//(S) = d% (—sin(s/d)) .

Hieraus erhalten wir die Kriimmung

Es wird

” r r
K(s) = [C"(s)| = 2 ripze
Somit ergibt sich der Kriimmungskreisradius zu
(s) = I +h2
e = |IC"(s)| r -

sowie der Normalenvektor zu

B C”(S) B fo)s(s/d)
"0 = g = ()

Desweiteren erhalten wir den Kriimmungskreismittelpunkt

rcos(s/d) —cos(s/d) — cos(s/d)-h?/r

M(s) == C(s)+n(s)-p(s) = (rsin(s/d)) + (—sino(s/d)) (r+ h;) = (—sin(s/d)-fﬂ/r) :

hs/d hs/d

1.3 Binormalenvektor und Torsion

Sei I C R ein Intervall. Sei
C:1— R :s = Os)
eine normierte regulire Parametrisierung der Kurve K = C(I).

Definition. Es ist
b(s) = wv(s) x n(s)

der Binormalenvektor an K im Punkt C(s).
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Da n(s) auf v(s) senkrecht steht und da diese Vektoren beide Lénge 1 haben, ist auch
[b(s)| = 1.

Es bilden (v(s),n(s),b(s)) eine Orthonormalbasis von R3.

Genauer gesagt liegt ein Rechtssystem vor: der Daumen der rechten Hand zeigt in Rich-
tung v(s), der Zeigefinger in Richtung n(s), der Mittelfinger in Richtung b(s).

Man nennt (v(s),n(s),b(s)) auch das begleitende Dreibein an K, wobei man hierfiir von
der Vorstellung her das s variiert.

Definition. Es heifst

die Torsion von K im Punkt C(s).

Beispiel. Seien r, h > 0. Sei d := /r? 4+ h2.

Wir betrachten die durch (/)
C(S) = <rsin(s/d))

hs/d

fiir s € R normiert parametrisierte Schraubenlinie aus §1.1, von Radius » und Gangho-

he 27h.
—rsin(s/d)
rcos(s/d)
h

—cos(s/d)
n(g) — (—sin(s/d)) .

Es war

4
—
V>)
SN—
Il
Ul

0
Der Binormalenvektor ergibt sich zu

—rsin(s/d) —cos(s/d) hsin(s/d)
b(s) = 'U(S) X n(s) = %l(rcos(s/d)) X <sin0(s/d)> = cll (hcos(s/d))

h r

Zur Probe konnen wir (b(s) | b(s)) =1, (b(s)|v(s)) = 0 und (b(s) |n(s)) = 0 iiberpriifen.

Es wird
, 1 sin(s/d)
n'(s) = —cos(s/d) | .

0
hsin(s/d)
(hcos(s/d)>> = d% = TQ-FLhQ

aul

Die Torsion ergibt sich also zu

sin(s/d)

r(s) = (n'(s)|b(s)) = < (wswco) \

0

-

Lemma (Frenet-Gleichungen).

Fir s € I mit C”(s) # 0 gilt folgendes.
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Die erste Gleichung folgt aus

J(s) = C'(s) = [C"(s)]- gﬁjﬁg;' — K(s) -n(s).

Fiir a € R? gilt beziiglich der Orthonormalbasis (v(s), n(s),b(s))
a = (a|v(s))v(s) + {a|n(s))n(s) + (a]b(s))b(s) .
Fiir die zweite Gleichung rechnen wir

W(s)o(s) = & n(s)v() ~ns)v'(s) = = (G

(n'(s)ln(s)) = 35 (n(s)ln(s)) = 341 =0

(n'(s)lb(s)) = 7(s) .

Daraus folgt
n'(s) = (n'(s)lv(s))v(s) + (n'(s)[n(s))n(s) + (n'(s)[b(s))b(s) = —r(s) v(s)+7(s)-b(s) .

Fiir die dritte Gleichung rechnen wir

P(s)o(s)) = & s)lv(s)) =(b(s)|v'(s)) = —(b(s)]r(s) - n(s)) = 0
B(s)in(s)) = 45 (b(s)In(s)) —(b(s)[n'(s)) = —7(s)

B(s)b(s)) = 54(b(s)lb(s)) = 351 = 0.

Daraus folgt

b(s) = (B'(s)[v(s))v(s) + (B'(s)In(s))n(s) + (B'(s)[b(s))b(s) = —7(s) - n(s) .

1.4 Beliebige Parametrisierung: Formeln fiir die Praxis

Sei I C R ein Intervall. Sei
cC: I —> R

eine beliebig oft differenzierbare Abbildung mit C’(t) # 0 fiir ¢t € I.

Dies ist eine reguldre Parametrisierung der Kurve K := C(I), die aber nun nicht mehr als
normiert vorausgesetzt wird.
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Sei J ein Intervall, sei u : J — I beliebig oft differenzierbar und bijektiv, mit «'(¢) > 0
fir t € I und mit w=! : J — I beliebig oft differenzierbar, dergestalt, daf

C = Cou

eine normierte Parametrisierung von K ist.

Wir schreiben w :=u~': I — J. Es ist

d,d o, ,
1= Tt = () = (o) w0
und also )
"(t) = 0 firtel.
w'(t) WD) > ir t €
Es ist also

fiir s € J. Umgekehrt ist

firt e I.

Wir wollen nun die fiir die normierte Parametrisierung C(s) bekannten Formeln auf die
Parametrisierung C' umrechnen. Dabei schreiben wir die Begriffe in bezug auf C' alle mit
einer Tilde, also #(s) fiir den Tangentenvektor, 72(s) fiir den Normalenvektor, b(s) fiir den
Binormalenvektor, %(s) fir die Kriitmmung, p(s) fir den Kriitmmungskreisradius, 7(s) fiir
die Torsion im Punkt C(s), M(s) fiir den Kriimmungskreismittelpunkt fiir den Punkt
C(s).

Definition. Wir schreiben wie folgt.

v(t) := o(w(t)) ist der Tangentenvektor an K im Punkt C(t)
n(t) = n(w(t)) ist der Normalenvektor an K im Punkt C(t)
b(t) = b(w(t)) ist der Binormalenvektor an K im Punkt C/(t)
k(t) = R(w(t)) ist die Krimmung von K im Punkt C(¢)
p(t) = p(w(t)) ist der Kriimmungskreisradius von K im Punkt C(t)
7(t) := T(w(t)) ist die Torsion von K im Punkt C(t)
M(t) = M(w(t)) ist der Kriimmungskreismittelpunkt fiir den Punkt C/(t)

Bemerkung. Es ist
C'(t) = GCw(t) = C'(w(t) - w'(t).
Wegen der Normiertheit von C’(s) folgt nun zunzchst

') = 1C"(w(t)] - w'(t) = w'(2) .
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Somit ist

Damit folgt auch

olt) = B(wlt) = Cwh) = O = 5 0
Somit ist :
o(t) = i)

der Tangentenvektor an K im Punkt C(¢).

Bemerkung. Es ist
C"(t) = H(C'(w(t) - w'(1))
= C"(w(t)) - w' () + C'(w(t)) - w'(t) .
Also ist

R(t)-n(t) = Kw(t)) - n(w(t))

L m O — S )

Das Kreuzprodukt mit v(t) liefert hieraus

Wir nehmen auf beiden Seiten die Lange und beachten dabei |b(t)| = 1.

Somit ist

K1) = ot [C'(1) % C7(1)]

die Krimmung von K im Punkt C(t).

Daraus folgt
w' ()3
n(t) = () kt) = W% K(t) - n(t)
worin wir obigen Ausdruck fiir (t) - n(t) einsetzen und

1

") = 160 = o)

(w'(t)C"(t) — w"(H)C'(2))
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erhalten.

Somit ist

n(t) = ke (101" (@) — [C'(O1C(1)

der Normalenvektor von K im Punkt C(t).

Fiir den Kriimmungskreis im Punkt C(t) erhalten wir den Kriimmungskreisradius

_ -1 _ __lcmP
p(t) - H’(t) - |C/(t)><C”(t)|

und den Kriimmungskreismittelpunkt

M(t) = C(t) +n(t) - p(t)

Der Krimmungskreis selbst ist parametrisiert durch

p = M(t) = n(t)p(t) cos(p) + v(t)p(t) sin(ep)
wobel ¢ € [0, 27].

Ferner ist

b(t) = v(t) x n(t)

der Binormalenvektor von K im Punkt C(t).

Alternativ ist auch

_ C@mxcr
b0 = Gl |-

Dies folgt aus obiger Berechnung von x(t) - b(t) und k(t).

Beispiel. Seien p, ¢ > 0. Es parametrisiert

0

cos(t)
C:[0,2n] = R® : ¢t C(t) = (Zsin(t)>

eine Ellipse in der x1-zo-Ebene mit Halbachsen p auf der z;-Achse und ¢ auf der xo-Achse.

—psin(t)
Esist C'(t) = ( q cos(t) ) und also
0

IC'(t)] = V/P*sin(t)? + ¢?cos(t)> = /(p* — ¢?)sin(t)? + ¢°

Vgl. §1.1.
—p cos(t)
Es ist C"(t) = (—qsin(t)). Somit wird
0

—psin(t) —pcos(t) 0
() x (b)) = <<>) 9 (())' _ ‘( : )‘ _
0 0 pg sin(t)2+pq cos(t)?
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und also ]
t Cl C”t — pq )
<O = formp O I G+ g s
Fir t = 0, also im Punkt C'(0) = §), ergibt sich damit x(0) = (q%q?)/z = q%. Der
Kriimmungskreisradius ist dort also
2
— q
p(0) = k(0)™' = = .
(0) (0) ’
0
Fiir t = 7, also im Punkt C(3) = (g), ergibt sich damit x(3) = (pgim = z%' Der

Kriimmungskreisradius ist dort also

Bemerkung. Sind
3 pi(t)
p:R—=R’: s+ p(t) = | p(t)
p3(t)

¢
¢ R—=>R3:s—qt) = (gégto
q3(t)

differenzierbare vektorwertige Abbildungen, dann wird

4 a p2(t)gs(t)—p3(t)g2(t)
E(p(t) xq(t)) = 4 | ps(Oa(®)—p1(t)gs(t)
p1(t)g2(t)—p2(t)q1 (t)
Po () g3 (t)+p2(t)qs () —p5(t)g2 (t)—p3(t) gy (t)
= (Ps(t)ql(t)+p3(t) 1)— pl(t)qB(t) pl(t)qg(t))
p1(t)q2(t)+p1(t)q2 (t)—ps (t)q1 () —p2(t)q] (t)
Ph(t)g3(t)—p5(t)ga(t) p2(t)q3(t)—p3(t)gy(t)
= (pg(t qi(t)— P (t) qs(t)) ( (t)qy (t)—p1(t)g5(t )>
P (t)ga(t)— (t) (t)q2(t)—ph(t)qy (t)
(

= p'(t) x qt)+pt) ‘(t) .

Die Produktregel gilt also in dieser Form auch fiir das Kreuzprodukt.

Bemerkung. Die Torsion ergibt sich zu:

det(C'(t), C" (1), C™ (1)) .

™) = Goxoar

Hierbei bezeichnet (C'(t), C"(t), C"(t)) die Matrix mit den Spalten C’(t), C"(t), C"(t).
Denn zunéchst ist 71(s) = 5(s)C"(s) und

b(s) = 0(s) x n(s) = C'(s) x p(s)C"(s) .
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Daraus folgt

7(s)

I
—~
3\
—~

V2)
~—
S+
—~

V)
~—
L~

Ferner war

Es folgt

C"(t) = Cw(t)) (1) + O wt)) - 2w (' (1) + C(w(®) - w'(2) ' (8) + C' (D)) - w" (1)
= O (w(t) w1+ 3C"(w(t)) - w (1) + C'(w(t)) - w"(t)

Da Determinanten mit gleichen Spalten null sind, wird
det(C'(t),C"(t),C"(t)) = w'(t) - det(C'(t),C"(t),C" (1)) .

Somit ist

7(t)

Il
Rt
—~
g
—~
~
N—
SN—

pw(t))? det(C"(w(t), C" (w(t)), C"(w(t)))
plw ()) w'(£)~° - det(C'(t), C"(t), C"(1))
-det(C'(t), C"(t), C" (1))

~det(C'(1), C"(1), C"(1)) -

(r(t )\C ®FP)?

|c’ (t)XC @



Kapitel 2

Flachen im Raum und ihre Kurven

2.1 Parametrisierungen
Definition. Sei U C R? (!). Sei

D1 (u,v)
o U—-R: (;f) — O(u,v) = (‘P;(u,v))
D3 (u,v)
wobei @1, &5, &3 im Innern von U beliebig oft differenzierbar seien.

Seien im Innern von U stets ®, und ®, linear unabhéngig.

Dann heifst @ eine regulire Parametrisierung der Flache S := ®&(U).

D1, (u,v) D1 o (u,v)

Wir schreiben @, (u,v) = (é;u(u,v)) und @, (u,v) = (é;u(u,v)) fiir die partiellen Ablei-
D3 o (u,v) @3 4 (u,v)

tungen von ® nach u und nach v.

Man kann sich U als “Landkarte” von S denken.

Beispiel. Es ist & : R? — R? : (Z“) = O(u,v) = (v) eine Parametrisierung der
x1-To-Ebene. 0

Beispiel. Sei R > 0. Sei U = [0, 27] x [0, 7]. Es ist

sin(¥) cos
¢:U — ]Rg : (5) — (I)(go,ﬂ) =R <sin((z9))sin((£)))

cos(9)

eine Parametrisierung der Kugel

S = {(arz) cal 4ot as=R2Y .

1Es sollte U° C U C U° sein.

17
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Definition. In Abhédngigkeit von der betrachteten Parametrisierung ® setzen wir

E = E(u,v) = (®,(u,v)|®u(u,v)) = [Py(u,v)|?
F = F(u,v) = (®,(u,v)|P,(u,v))
G = Gu,v) = (D,(u,v)]| Pp(u,v)) = [Dy(u,v)*.

Dies sind die klassischen Bezeichnungen.

Bemerkung. Sei I C R ein Intervall. Sei ¢ : [ — U : t — ¢(t) = (2%3) beliebig oft
differenzierbar, mit ¢/(t) # 0 stets.
Dann ist
: Py (e1(t),e2(t))
C:=Poc: IR : t—=Ct)=(c(t)) = | ®a(cr(t)ea(t)
P3(c1(t)c2(t))

eine Parametrisierung einer Kurve K = ®(¢(I)) auf der Flache S = ®(U).

Man kann sich ¢ als Parametrisierung des Wegs ¢(I) auf der “Landkarte” U denken, und
C = ® o ¢ dann als Parametrisierung des “tatsichlichen Wegs” K = ®(c¢(I)) auf S = &(U).

Seien a, b € I mit a < b. Das Kurvenstiick C([a, b]) hat die Lange fab |C7(t)]| dt.

Dabei wird mit der Kettenregel im Mehrdimensionalen

S ®i(cr1(t),e2(t))
C'/(t) = | $22(c1(t)ca(t)

L Ba(ca(t),ca(t)

1,u(c1(t),ca(t))-c) () + P1,w(cr(t),e2(t))-c
= (‘Pz,u(ﬁ(t%cz (t))-ch (1) + P20 (c1(t),c2(t))-c
®3,u(c1(t),ca(t))-cq () + P30 (c1(t),c2(t))-c

NSNS
—~ ~
ERGEGY
NN

Mithin ist
1C'(t)[?
= Dyy(er(t), ca(t)? - A(t)? + 201y (cr(t), (1)) Pruler(t), ca(t)) - €1 (t)ch(t) + Py y(en(t), ca(t))? -
+ Dyufer(t), ca(t))? - Ai()? + 2@g u (c1(t), ca(t)) Pa(cr(t), ca(t)) - €1 (t)ch(t) + Poyler(t), ca(t))? -
+ Ogu(ca(t), ca(t)® - (1) 4 2@3u(ci(t), ca(t)) Pa(cr(t), calt)) - (1) ch(t) + s p(ca(t), ca(t))? -
= | Duler(t), c2(t)]? - (1) + 2( uler(t), ca(t)) | Pulcr(t), ca(t)) ) - i (#)ch(t) 4 [Pu(cr(t), calt)) [ - ch(t)?
= E(ci(b), () - ( ) - ch(t)?

I
O\
=)
—~
IS
QT
~—

(@)

wobei in der letzten Zeile ¢ = d(t), E = E(ci(t),ce(t)), F = F(ei(t),c2(t)) und
G = G(cy(t), c2(t)) zu lesen ist.

Somit wird die Lénge des Kurvenstiicks C([a, b]) = ®(c([a,b])) zu

/ ()] dt = / VE@®), 0) - 02 + 2F (e (D). (D)) - (0G0 + Clen(t) calD) - (02 di |
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Kurzalsozuf |C'(t)] dt = b\/E'c’12—|—2F-c’lc’2+G~c’22 dt = f dT(BE) - dt.

Bemerkung. Fiir a, b € R3 ist gemif [3, 2.10.3]
ax b]* = [af*- o] = (a|b)*.
Also ist bei uns

B, X D2 = |Du]? - | D> — (D, ]| P,)2 = EG — F?.

Bemerkung. Sei J C U eine Teilmenge des Definitionsbereichs der Parametrisierung ®.
Dann ist ®(J) C ®(U) = S eine Teilmenge der Fliche S.
Es ist der Flacheninhalt von ®(J) gleich

/ |y (1w, ) XDy (u,v)| du dv = / VE(u,v) v) — F(u,v)? dudv = //J,/det(ﬁg) du dv ,

wobei im letzten Ausdruck F = E(u,v), F = F(u,v) und G = G(u,v) zu lesen ist.

sin(1¥) cos(yp)

Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(p,9) = R (sm(ﬂ ?lr;(so ), wobei ¢ € [0, 27],
cos(V

¥ € [0, 7], eine Kugel von Radius R.

— 31n(19) sin(¢p) cos(¥) cos(yp)
Esist ®, = R ( sin(d) cos() ) und &y = R (005(79) sin(@)). Also wird
0

—sin(9)
E = |0, = R?sin(v)?
F = (®,]®9) = 0
G = |[bf = R

I ] ] .
sin(Y 0
sin(ﬁo)cos(gc))

Sei ¥y € [0, 7). Sei c(y) := (;}). Es parametrisiert C'(¢) := ®(c(¢)) = R <sin(190)sin(¢>)

cos(do)
einen Kreis Ky, auf der Kugel, namentlich den Schnitt mit x3 = cos(dy).

Es ist /() = ().

Die Lénge des Kreises Ky, wird

2m 2m
/ VT (BE) ¢ dp = / \/(1 0) - R2 (Si“(g0)2 v (1) / Vv R?sin(¥)? dp = 27 Rsin(dy) .
0 0

Da der Radius von Ky, gleich Rsin(v) ist, folgt dies auch direkt.
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Bemerkung (Winkelmessung).
D1 (u,v)

Wir betrachten weiterhin die Parametrisierung ® : U — R® : (§) — ®(u,v) = (tbi(u,v))

der Fléche S = ®&(U).

Sei I C R ein Intervall. Sei c¢: I — U : t +— ¢(t) = (i;gg) beliebig oft differenzierbar, mit

d(t) # 0 stets. Wir betrachten die Parametrisierung

der Kurve K = C(I). Es ist C'(t) = J®(c(t)) - ¢(t), was wir auch kurz C' = J® - ¢
schreiben.

Sei J C R ein Intervall. Sei d : J — U : t — d(t) = (j;gg) beliebig oft differenzierbar,
mit d'(t) # 0 stets. Wir betrachten die Parametrisierung

der Kurve L = D(J). Es ist D'(t) = J®(d(t)) - d'(t), was wir auch kurz D" = J® - d'
schreiben.

Sei ty € I und t; € J mit ¢(tg) = d(t;) =: p. Dann schneiden sich die Kurven K und L
im Punkt P := ®(p).

Sei v der eingeschlossene Winkel der Tangentialvektoren C’(ty) an K in P und D'(t;) an
Lin P.

Dann ist
(C"(to)| D' (t1))
|C"(to)] - |D'(t1)]
C'(to)" - D'(t >
VO (to)T - C'(to) - /D' (t1)T - D'(ty)
d(t)" - JcI>T J® - d'(t))
V()T - JOT - IO -/ (ty) - /d'(t1)T - JOT - J® - d'(ty)
(to) (7 )'dl(tl)

Vet C(to) ()T )-d(t)

wobei E = E(p), F'= F(p), G = G(p) mit p = c(to) = d(t1).

cos(a) =

Beispiel. Wir setzen das Beispiel mit der Kugel fort.
Es war ¢(¢) = (1;00). Es parametrisierte C(¢) = ®(c(p)) den Kreis Ky, .

sin(¥) cos(¢o)
Sei ¢o € [0,27]. Sei d(9) := (%'). Es parametrisiert D(d) := ®(d(v)) = R (sin(ﬁ)S(in)(:;g))
cos(?
einen Halbkreis H,, auf der Kugel.
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Es ist d'(9) = (7).
Es schneiden sich Ky, und H,, im Punkt ® (¢, o).

Die Kurven schneiden sich im Winkel «, wobei

cos(a) =

~ Rsin(do)-R

Also ist @ = 5 =90°.

2.2 Christoffelsymbole

Sei die Situation von §2.1 gegeben: ® : U — R3 parametrisiert die Fliche S = ®(U).

Dann ist (®,, ®,, P, x ®,) an jeder Stelle (fj‘) im Innern von U linear unabhéingig und
somit eine Basis von R3.

Jeder Vektor b € R? 14t sich also eindeutig darin als Linearkombination schreiben,
b = a1P, + ax®, + az(P, x ¢,)

was Koeffizienten aq, as, a3 € R definiert.

Dies wollen wir auf die zweiten partiellen Ableitungen von ® anwenden.

Definition. Sei (’;) im Innern von U.
Wir definieren die Christoffelsymbole T = T (u,v) fir i, j, k € {1,2} wie folgt.

Hierbei schreiben wir kurz @, = ®,,(u,v), I} = L} (u,v), &, = @, (u,v), hyy = hi1(u,v)
etc., d.h. es sind alle Grofsen in Abhangigkeit von (ﬁ) € U zu verstehen.

q)uu = Flllcbu + F121<I>,U -+ hll(q)u X (I)v)
q)uv = F112<I>u + ]122@1, + hlg(q)u X (I)v)
q)vv = FQECDM —+ F222<I>,U + hgg(q)u X (I)v)

Da &, = ¢, ist, ergibt die Festlegung

By = TL®, + 2D, + hoy (P x B,)
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nichts Neues mehr, sondern nur I, = T, und hj, = hy; fiir 4, j, k € {1,2}.

Bemerkung. Wir erinnern an F = (9,|®,), F' = (®,|?,), G = ($,|P,), alles in Abhén-
gigkeit von (ﬁ) eU.

e Esist B, = 2 (D,[0,) = (Pyu|Pu) + (| Pr) = 2( Py Py,). Also ist
(D] @,) = 1E, .

Es ist B, = 2(D,|Py,) = (Dyo|Pu) + (Pu|Pup) = 2(Pyo|P). Also ist
(®y]®,) = LE, .

Es ist Gy = 2 (D, |®,) = (Dp| D) + (Po| Do) = 2(P|P,). Also ist
(D] @) = 3G, .

Es ist Gy = 2(Py|@,) = (Poo| Dy) + (Po| Do) = 2(Py|®). Also st

(D] @) = 16, .

Es ist F, = 2(0,|P) = (Pou|Po) + (Pu| Po) = (| Py) + 1B, . Also ist
(®yu|®,) = F, —iE,.

Es ist F, = 2 (®,[0,) = (P |Po) + (Pu|Prv) = 2G4 (o |Pyy). Also ist
(D] @) = F, — 1G, .

Lemma. Alle Grofen seien in Abhéngigkeit von (%) € U zu verstehen.

Im folgenden findet (¢, x ®,|®,) =0 und (¢, x ¢, |®P,) = 0 Anwendung.

e Wenden wir (—|®,) auf die erste definierende Gleichung der Christoffelsymbole an,
so erhalten wir

<¢)uU|CI)U> - I“111<(I)u|<1>u> + n21<(pv|¢)u> )

also
1B, = TLE+TAF.

Wenden wir (—|®,) auf die erste definierende Gleichung der Christoffelsymbole an,
so erhalten wir

<q>uu,q>v> = r111<(I)U|<Dv> + ]121<(I)v’q)v> )

also
Fu_lEv = ]—‘111F+r121G

2

(45) - 803
Fu—3EBy M)
[“111 _ (EF)_I. %Eu

w) = (k) (nym) |

Zusammen ist

und also
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e Wenden wir (—|®,,) auf die zweite definierende Gleichung der Christoffelsymbole an,
so erhalten wir

<(I)uv|q)u> - r112<(I)U|(I)u> + r122<(1)v|q)u> )

also
LB, = TLE TS

Wenden wir (—|®,) auf die zweite definierende Gleichung der Christoffelsymbole an,
so erhalten wir

<<I)uv|q)v> - r112<(1)u|q)v> + ]-'122<CI)U|CI>1)> )

also
1G, = THF +T3G .
Somit ist . )
(ie) = G&- (%) -
3Gu I
und also

BY _ (BEF\l (3B
! = (ro) \g) |

e Wenden wir (—|®,,) auf die dritte definierende Gleichung der Christoffelsymbole an,
so erhalten wir

<(va|q)u> = B12<q)U|(I)u> + B22<(bv|q)u> )
also

F,—1G, = THhE+T2F .

Wenden wir (—|®,) auf die dritte definierende Gleichung der Christoffelsymbole an,
so erhalten wir

<¢’vv|®v> = ];12<(I)u|(bv> + B22<q)v|q)v> )

also

3Go = TP + TG
Somit ist )

§Gv FG [*222 )
und also

LY . (EF)—l. Fv*%Gu
) \FC 3G )|

sin(9¥) cos(p)
Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(p,9) = R (sin(ﬂ)?iri(w)), wobei ¢ € [0, 27],
cos(V

¥ € [0, 7], eine Kugel von Radius R.
Hier ist also u = ¢ und v = 9.

Wir erinnern an

= R?sin(¥)?

Q>
|
o
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Insbesondere ist

und also

Es wird
Y _ (eFr\-!1 1E _ p-2 (sin@®=2 0 0 N 0
(621 > - (F G) ' (F:, %(PEﬂ ) = R ( 0 1 ) ’ (fR2 sin(¥) cos(ﬁ)) - (— sin(9) cos(d) ) .

Es wird
b _ (E F) -1 . %Eﬁ o R—Q sin(9)=2 0 . R2 sin(®) cos(¥9) o tan(9) =1
) T \FG %G¢ - 0 1 0 = 0 .

Es wird

2.3 Geodaten

Sei die Situation von §2.1 gegeben: ® : U — R3 parametrisiert die Fliche S = ®(U).

Fernerist c: [ = U :t+— ¢(t) = (Z;g) mit /(t) # 0 stets.

Dann ist
3 Py (er(t)ea(t))
C:=Poc: IR :t—=Ct)=d(c(t)) = | Pa(cr(t)ea(t)
P3(c1(t)c2(t))
eine Parametrisierung einer Kurve K auf der Fliche S = ®(U).
Wir schreiben kurz ¢ = ¢(t) und C' = C(t). Diese Grofen seien also in Abhéngigkeit von
t € I zu verstehen.

Der Normalenvektor an der Stelle C' an diese Kurve K ist gegeben durch

nlt) = n = e (IC1C" ~ [CC),

ebenfalls in Abhéangigkeit von ¢; vgl. §1.4. Nun ist

o1 = WY = jrees -2cien = S5

Also wird
C/|C/>Cl/ . <OI|OII>CI) .

_ 1
n = e

Wir schreiben kurz ® = ®(c¢(t)), ¢, = ®y(c(t)) und ¢, = ¢, (c(t)).
Definition. Es ist die Kurve K = C(I) = ®(¢(1)) eine Geoddte auf der Fliache S = ®(U),

falls
(n|®,) =0 und (n|®,) = 0



25

ist fiir ¢t € 1.

Mit anderen Worten, der Normalenvektor n der Kurve soll senkrecht stehen auf den beiden
Tangentialvektoren ¢, und ®,,.

Abermals mit anderen Worten, der Normalenvektor n der Kurve soll senkrecht stehen auf

der Fliche S.

|’ xC"|
|C7[3

lenvektor ausgezeichnet werden kann, ist auch

|<C,‘C,>C” _ <C/’C”>C”2 _ <<C2,‘C,>(;” _ éC/’C/,>C/ ‘ éC/’C/>C// _ <C,‘C”>C,>
= |C"PICPIC = (C"|C")%)
— | xCrE = 0.

An Stellen, an denen die Kriimmung x =

von K gleich 0 ist und also kein Norma-

Wollen wir diese Stellen nicht ausschlieften, so lautet die Bedingung fiir eine Geodéte also,
es sollen

((CCNC" — ('O | @,) = 0 und  ((CI|CNC" — (CCMYC | ®,) = 0

sein fur t € I.

Bemerkung. Seien zwei Punkte P und @) auf S gegeben. Die kiirzeste Verbindungskurve
von P nach @ auf S verlauft auf einer Geodéten.

Bemerkung. Unsere Aufgabe ist nun, diese Geodéaten-Bedingung ausgehend von ¢ zu
formulieren.

Schritt 1. Nach Ketten- und Produktregel wird
¢ = O, + P,

C" = (DPuud) + Pundy)d + P
H( Py + Pyuh)y + Pyl
= o, + .5+ <I>uuc’12 +2®,,dcy + (I)m,c’z2 )

Schritt 2. Wir schreiben kurz E = E(c(t)), F = F(c(t)), G = G(c(t)).

Es wird
(C'Dy) = (Dy|Pu)c| + (Py|Py)Ch
= Ed + Fd,
(C'Dy) = (Pu|Py)) + (Py|Py)ch
= Fc, +Gd.

NPy
(£5) - G0y

Also

Schritt 3. Es wird
(C"®y) = (Pu|DPy)c] + (Py|Py)chy + <(I)uu|(I)U>C,12 + 2( Py | Py) 5y + <q)vv’q)u>d22
<O”|(I)’U> = <<I)u|q)v>c,1/ + <q)v|q)v>6/2/ + <(I)uu|q)v>0/12 + 2<q)uv|q)v>c/10/2 + <q)vv‘q)v>c,22 .



26

Aus der Definition der Christoffelsymbole in §2.2 ergibt sich

(Puu Pu) = TPy D) + T (D[ Do)

(Puo| @) = Tih{Pu|Pu) + T3(Dy|Py)

(Puo|®u) = Typ(Pul®u) + G3(P0|Py)
und

(Puu| Do) N1 (Pu| Po) + T (Do| Do)

(Puo|®o) = T5(Pu|®y) + 5 {Py| )

(Poo|Po) = T(Pu|®0) + (0| Du) -
Kurz,

(Puu|Pu
(Puu|Py
(Puv|Pu
(Puv| Py
(Pov|Pu
(Pov|Po

((eezen)
(e

)

Wir schreiben die symmetrischen Matrizen

NN NN

rl — <F111 r112 >
B b

]'*2 <r121 r122 )
I3

Wir erhalten

(@) = RO+ (Gran) @ +2 (i) ae+ (Ge) <
= (58 (¢ () e r2 () der+ () &)
= (88 (v + (o)) -
Schritt 4. Es ist
(C'1C") = (Buh+Dycy| Dot +Duch) = &2 (By|R,)+2¢ch (D] D) +¢57 (D |0,) = T (FE)
Dank Produktregel wird
(') = ({C']C") +(C"|C") = 2(C"|C")

Dank Produkt- und Kettenregel wird

_ C//T (EF)C+C (Eg)c —I—C/T( Eyci+Eycy Fuci+Fuc)

Fuc|+Fych Guc|+Gudh

E'F’
F/ G/

<C/|C/>/ >Cl — QC/T (gg) C”—i—C/T(

e

Somit wird

E, Fy
Fy Gy

/ /
)0'02.

<C/|G//> — %<0/|Cl>/ — C/T (gg) C/,—F%C/T (Eu Fu)

/ / 1
F,Gy)C Gt 35C

IT(
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Schritt 5. Die Geodéten-Bedingung wird
(0) _ <(<C’|C’>C”*<C’\C”>C’\<I>u>)
0 ((criener =T | @y )
(C"|®y, (C'|®u)
= (Cq(y><cw@>) <chw><(ﬂ¢w>
Schr:.3,2 <C/‘Cl> . (gg) (C// + (5;1{:;5)) _ <C/’C”> (gg) J

F /Trl /
G) "+ <§/Tr22/>>
+

Multiplikation mit (E 2)_1 gibt

() = " (BB - (¢ (3R2)) — (T (O 4 3 (RE) e b (RE) )
Division durch ¢ ( g) d liefert die Geodaten-Bedingung in folgender Form:
() = e (5A2) = b (T (RE) 4 b (B ) o BT (B ) )

yT(EFYN
c (FG)C

Wir halten fest:

Lemma. Es ist die Kurve K = C(I) = ®(¢(I)) genau dann eine Geodéte auf der Fliche
S =o(U), falls

() = e+ (530%) - s €T B+ 1T (RE) ¢ 41T (RE) )
FG

ist fiir ¢t € 1.

1l
Hierbei enthalten die symmetrischen Matrizen 't = ( rlll r112) und T2 = (G; 122> die Chri-
stoffelsymbole; vgl. §2.2 i1 1o 22

Es ist hierbei alles an der Stelle (i) = c¢(t) zu lesen, also E = E(c(t)), F = F(c(t)),
G =G(c(t)), By = Eulc(t)), Fu = Fu(c(t)), Gu = Gulc(t)), By = Ey(c(t)), F, = Fy(c(t)),
G, = Gy(c(t)), TH =T (c(t)) und T'? = T%(c(t)).

Bemerkung. Es ist genau dann C' = ® o ¢ eine normierte Parametrisierung einer Geo-
T 1

déten, wenn |C’| = 1 und (8) ="+ ( T2 ,) erfilllt ist fiir ¢ € I.

Denn ein Vergleich mit Schritt 3 im vorstehenden Lemma gibt, daf letzteres genau dann
der Fall ist, wenn (C”|®,) = 0 und (C"|®,) = 0 gelten fiir ¢ € I. Diesenfalls ist aber
n = 1Gm i Also ist dies dquivalent zu (n|®,) = 0 und (n|®,) = 0. Das wiederum ist die
definierende Bedinungung an eine Geodaéte.
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So findet man die Bedingung hiufig in der Literatur. Wenn man nun aber testen will, ob
eine Kurve eine Geodéte ist, dann verlangt diese Form der Bedingung, ¢ so anzugeben, dafs
fiir C' = ® o ¢ dann |C’| konstant ist. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn C' eine normierte
Parametrisierung ist. Das ist aber nicht so einfach zu erreichen.

sin(9) cos(p)
Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(p,9) = R (Sjn(ﬂ) sin(w)) wobei ¢ € [0, 2],
¥ € [0, 7], eine Kugel von Radius R. cos(9)

Hier ist also u = ¢ und v = 9.

Wir erinnern an

und an -
1 _ N1 Mo _ cos(d) (01
= <r 55) = S (10)
r2 r2 . 10
r = <é21 é%) = —sin(?) cos(?) (g9) -

Vgl. letztes Beispiel in §2.2.

Insbesondere ist
(F262) = (60)

(gggi) = 2R281n(19)008(19) ((1)8) :

(1) Sei ¥y € (0, m) fixiert.
Sei ¢(yp) = <1;00>. Es ist also hier t = ¢ € [0, 27].

Anschaulich ist K = ®(¢([0, 27])) ein Breitenkreis.

Es ist /() = (5) und ¢’ () = ().

Eingesetzt in die Geoditen-Bedingung erhalten wir

” ST 1 /T (EF " 1L T (Ep Fo\ 4 4 1 4T (Ey Fy\ v /) /
Cc +</Tr2/> (C FG)C +20 (FVJGLP)C Cl_’_QC (FﬁGﬁ)c G) - €

C/T<?2>C/
= (8) + <—sin(190(;c05(190)> - m (C/T (gg) (8) —i—%c’T (8

o 0
- —sin(¥o) cos(¥o) |

(Y]

)c’-c’l—l—%c’T(%gf;)c’-O)~c’

Dies ist genau dann gleich (8) fir ¢ € [0,27], wenn sin(dy) cos(dy) = 0 ist, d.h. wenn
?90 = % ist.

Anschaulich, unter den Breitenkreisen ist nur Aquator eine Geodiite.
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(2) Sei g € [0, 27] fixiert.
Sei ¢(v) = <f90>. Es ist also hier t =9 € [0, 7].

Anschaulich ist K = ®(¢([0, 7])) ein Langenhalbkreis.

Es ist ¢/(¢9) = (1) und ¢"(9) = (7).
Eingesetzt in die Geodaten-Bedingung erhalten wir
"+ (52?3?) T R
c (FG c
= () +0) = (T (Fe) (0) + 3¢ (60) - 0+350-1) - ¢
= (o) -

Fiir jedes ¢ € [0, 27] ist dies gleich (8) fir ¥ € [0, 7).

—

(TS O+ 3T (R ) 4T (B E) )

Anschaulich, die Lingenhalbkreise sind Geodéten.

Beispiel. Es parametrisiert ®(u,v) = (1( v 2)) fiir (Z) € U = R? ein hyperbolisches
Paraboloid P = ®(U). °

Es ist &, = <é> und ¢, = < 0 > Somit ist

—v

E = (90, = 14w
F = (9,]®,) = —uw
G = (B|B) = 1+
Mit (%5) = (1_’:7; J’ZQ) ist det( 5) =14 u?+v?und (]f;g)_l = 1+u§+v2 <1:§2 1122)

E
F
. . j 2u — 0 —
Desweiteren ist (% g“) = <_1f) 0”) und (% g”) = ( u)

u

Also wird
[ _ (E F)_l %Eu _ 1 14+v2 ww u o 1 i
r121 o raG Fu_%E'u T 14u240? wv  14u? —v T 14u2402 \ v
b _ (E F)*1 %Ev _ 1 1+02  wv 0 . 0
e - \FG LGy T 14u402 | w 14u? 0 - 0
b _ (E F)_l Fv*%Gu _ 1 14+v?  ww —u . 1 —u
522 - FG %Gv - 14+u2+40v2 wv  1+4u? v - 1+u2+02 v .

Somit ist
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Sei vy € R fixiert.

Sei c(u) = (4) fiir u € R. Es ist also ¢ = u. Wir wollen untersuchen, fiir welches vy die
Kurve K,, := ®(c¢(R)) eine Geodite auf P ist.

Es ist ¢ = c/(u) = () und ¢’ = ¢"(u) = (3).

Bei (ﬁ) =c(u) = (;f)) wird, eingesetzt in die Geodaten-Bedingung,

¢t () — s (T (EE) T (RE) G+ EIT(RE) ) ¢

C/T(?é)d
= (8) + 1+u;+v(2) <::10) B 1+1u2 (O + % 2u- 1+ O) ' ((1))

I u 1 (u
1+u2+vg \ —vo 1+u2 \0 ) -

Dies ergibt genau dann (8) fiir u € R, wenn vy = 0 ist.

Es ist also genau dann K, eine Geodéte auf P, wenn vy = 0 ist.

Beispiel. Sei
U={(y)eRv>0}

die obere Halbebene.

Sei a € R ein fest gewdhlter Parameter.

Sei ® : U — R3 zwar existent, aber uns nicht bekannt.
Sei uns nur (%5) = ((1)(1)) bekannt fiir (’;) eU.

cos(t)
sin(t)

Sei[:z(O,%).Seic:]—)U:h%(

>. Es parametrisiert ¢ einen Halbkreis in U.

Wir wollen trotz Unkenntnis von @ iiberpriifen, ob die Kurve K := ®(¢(1)) eine Geodéte
auf der Flache S = ®(U) ist.

By ist o = (1) = (L00) wd ¢ = () = (Z500).

cos(t) —sin(t)
Esist (£5) 7 =0 (39).
Desweiteren ist (?Z gz> = (88) und (Ev Fv) = av*! ((1)(1)) :
Also wird

Somit ist
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Bei (3) = c(t) = (2:((;)) wird

I = (“sin(t) cos(t))basin(t)~ 1( é)(czls“(t) = —acos(t)

T2 = (—sin(t) cos(®)) basin(t)- ( 2)(;31;“) = la(—sin(t) + cos(t)?sin(t) ")
dT(FE)C = (=sin(®) cos( mn(t)a(o[l))(colsr(lit)) = sin(t)®
T(EE) = (s costnsin (31) (o)) = 0
CT(RE) = (o wswasmor(57) (CRY) = asin()

Eingesetzt in die Geodaten-Bedingung wird also

¢ Trie (C/T(I{L: )C"—i—l /T(EulG7>c Cl éC/T(%jgz)C/-C/Q)-C/

/!
C + ( /Tr2/

/

) —sin(t)
QSin(t)_1)> — sinzt)a (0 +0+ %asm(t)oc—l cos(t)) . ( cos(t) )

(t)
(t)
—acos(t) . —%acos(t)
La(—sin(t) + cos(t)?sin(t) 1) Losin(t) ! cos(t)?

—Q COS

%a sin(t) + cos
( 2
Dies verschwindet genau dann fiir ¢t € I, wenn o = —2 ist.

Also ist die Kurve K genau dann eine Geodéte, wenn bei unserer durch (f;g) =v° (é(l))
bestimmten Geometrie der Parameter @ = —2 verwendet wird.



Kapitel 3

Flachen im Raum und ihre Krummung

3.1 Gaufische Krimmung einer Flache

Sei U C R%. Sei
®:U—=R : (i) O(u,v)
eine reguldre Parametrisierung der Fléche S := ®(U).

Im Punkt ®(u,v) spannen &, = &, (u,v) und &, = ®,(u,v) die Tangentialebene auf. Es
steht dort ¢, x ®, also senkrecht auf der Tangentialebene.

Wir erinnern an E = ($,|®,), F = ($,|®,) und G = (D, |D,).

Aus §2.2 entnehmen wir

Cyy = TPy + P + 111 (Py x )
Dy = Py + T3Py + hiz(Py x D)
Dy = 51 Pu+THPy + by (P X Dy)
Dy = Dp@y + 50y + hoo(Py X 0y)

wobei die zweite und die dritte Gleichung dasselbe besagen. Insbesondere ist hiy = ha; .
Aus §2.1 entnehmen wir |®, x ®,|* = EG — F? = det (% ¢).
Wenden wir das Skalarprodukt mit &, x ®, auf diese Gleichungen an und beachten wir,

dak (®,|®, x ®,) =0 und (®,|P, x ®,) = 0 sind, so erhalten wir

<(I>uu|q>u X q)v> = h11<q)u X (I)v|¢u X q>v> = hll(EG — Fz)
<(Duv|q>u X q)v> = h12<q)u X (I)v|¢u X q>v> = hlg(EG — Fz)
<(va|q>u X (Dv> = hgg(@u X (Dvlq)u X q>v> = hQQ(EG — Fz) .

Nun dividieren wir noch durch EG — F? und erhalten das

32
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Lemma. Fiir ("Z,) e U ist

h _ < uu’q) X @ > . <(I)uu‘q)u X CDv)
T (@, x DD, x D) EG-— F?
. (Pu|®y X D) (D] Py, X B,)
2 (@, x By|®, x ®,)  EG—F?
h _ <(I)'Uv|(bu x ¢ > _ <(I)v’v‘q)u X (I)v>
> (D, X By|®, x D) EG — F?

Hierbei sind hyy = hi(u,v), hiz = hi2(u,v) und hge = heo(u,v) fir (7;,”) € U definiert.
Weiterhin ist hiy = hoy .

Insgesamt ist also

hll h12 _ 1 <<I>uu|q>u><(bv> <<I)uv‘(bu><q>v>
h21 h22 - EG*F2 <<I>vu|q>u><¢’v> <q>vv‘¢’u><q>v> :

Definition. An der Stelle (ﬁ) € U, d.h. im Punkt ®(u,v), ist die Gaufische Krimmung
von S gegeben durch

hi1 h
Kcaws = Kaaus(u,v) = hithey — hi, = det (h;l h:i) '

sin(19) cos(p)
Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(p,9) = R (sin(ﬂ) sin(w)), wobei ¢ € [0, 27],
v € [0, 7|, eine Kugel S von Radius R. cos(?)
—sin(¥) sin(¢) cos(¥) cos(p) .
Wir hatten ®, = R ( sin (1) cos(p) ) und &y = R <cosw) S§“§@>> und (5g) = R (S‘“gﬁ)z ‘f).
0 — sin(v
Wir haben
—sm('&) 51n(<p) cos(9) cos(p) sm(19) cos(¢p)
@ X @19 = R sin(1¥) cos(p) X R | cos(9)sin(ep) = —R sin(19)2 sin(yp) .
0 —sin(¥) sin(¥9) cos(¥)
- 5111(19) cos(p) — cos(¥) sin(yp) —sin(19) cos(p)
Es ist (I)gogo = R —sin(®)sin(y) | und (1)9019 = R | cos(®)cos(yp) und Dyy = R | —sin®) ?1191;(90) .
0 0 — cos
Wir erhalten
(P | Py, X Dy) R3sin(0)?

_ — I S A, — —1q;
= TEET T Rism(i)? R sin(9)
- <(I)<p79|q)tp X (I)19> N
e = e -0
(D] @y x Dy)  R(sin()® +sin(d) cos(9)?) | . _1
ha = EG — F? B R*sin(1))? = R7sm@)

Somit erhalten wir als Gaufssche Kriimmung

—lsin 1
Kows = Keas(,9) = det (j132) = det (75" o0 b0 ) = =

Die Gauksche Kriimmung ist also auf allen Punkten der Kugel konstant glelch =
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3.2 Flachenkrimmung und Krimmung von Kurven auf
der Flache

Wir behalten die Situation von §3.1 bei.

Sei also @ : U — R? eine Parametrisierung der Fliche S = ®(U).
Wir schreiben kurz n = n(u,v) := &, x ®,.

Wir erinnern an |n| = v/EG — F?; cf. §2.1.

3.2.1 Kurven auf der Fliache, die normiert parametrisiert sind
Seic: I — U : s c(s). Wir betrachten die Kurve K = ®(c(1)), die von C(s) = ®(c(s))
parametrisiert wird.

Wir setzen voraus, daf C(s) eine normierte Parametrisierung von K ist. Es ist nach
Voraussetzung also |C'(s)| =1 fiir s € 1.

Ist n = n(s) der Normalenvektor am Kurvenpunkt C(s), dann ist n = % Fiir die
Kriimmung « = k(s) gilt K = |C”|. Vgl. §1.2.

Sei v = v(s) der Winkel, der von n und von n eingeschlossen wird.

Wir berechnen nun (C”|n) = (C”(s)|n(c(s))) zweimal.
Erste Berechnung. Es wird
(") = K- (njm)
= k-cos(v)-|n|-|n|
= k-cos(v) - VEG — F?
= k(s) - cos(v(s)) - VE(c(s)) - Gle(s)) — Fe(s))? .

Zweite Berechnung. Es ist

C'(s) = <LC(s)

w5 2(c(s), ca(s))

D (c1(s), cas))cr(s) + Pu(ca(s), cals)) 5 (s)
= &, + 9,4,

und also
(C'ny = (Pyc) + Py | Py, x ) = 0.

Also ist auch

0 = 5(Cn) = S(C(s)In(c(s)) = (C"(s)In(c(s))) + (C'(s)]gon(c(s))) -
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Aber es ist auch

anle(s)) = gnlals), eafs))
= my(ci(s), 2(s))cr(s) + mulen(s), cas))ca(s)
= n,c) +n,ch .

Es folgt
(C"m) = —(C"(s)|genl(e(s)))

= —(D,d + D, | ny ) +nydh)

¢y (((Bolmed @ulm) (<]
1)\ (@l (@uln) ) )

|
|
—

Da (®,|n) = 0 ist, folgt

<(I)u|n> = <¢’uu|n> + <(I>u|nU>
(@un) = (Dyo[n) + (Pulny)
Da (®,|n) = 0 ist, folgt

0 = 5(0fn) = (Dy|n) + (Pufn,)
0 = L(Dfn) = (Dyfn) + (Dyfn,) .
Einsetzen gibt
e = (e (i oo) (4)

31 . \ (huh ¢
) () (2) e -

Wir bringen in der aus beiden Rechnungen erhaltenen Gleichung noch den Faktor
VEG — F? auf die andere Seite und halten fest:

Lemma. Sei ¢ : I — U gegeben, fiir welches C(s) := ®(c(s)) eine normierte Parametri-
sierung der Kurve K = ®(¢(/)) auf S = ®(U) ist.

Dabei ist k = k(s) die Kriimmung der Kurve K im Punkt C(s).

Sei v = v(s) der Winkel, der von n und von n eingeschlossen wird. Dann ist
k-cos(v) = 7T (Z;i Z;) ¢ - VEG—F?,

alles in Abhéngigkeit von s € I zu lesen.

3.2.2 Kurven auf der Flache, die beliebig parametrisiert sind

Sei ¢: I — U. Wir betrachten die Kurve K, die von C(t) = ®(c(t)) parametrisiert wird.

Wir haben den Normalenvektor n(t) und die Krimmung «(t) der Kurve K im Kurven-
punkt C(t).
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Es ist C'(t) im allgemeinen keine normierte Parametrisierung,.
Sei v = v(t) der Winkel, der von n(¢(t)) und von n(t) eingeschlossen wird.
Definition. Sei
LMY ._ hi1 b §3.1 1 (Puuln) (Puv|m)

(an) = Voo—r: (h; hii) = Jme_r ((fbvu\n) <<1>m,|n>> ’
in Abhéngigkeit von (f,f) el.
Man beachte

hi1 h L M L M 2
Koua = det (11173) :det<m(w)) = ek det (f3) = L2

Wir wollen nun & - cos(v) berechnen. Sei dazu I ein Intervall und w : I — I eine Umpara-
metrisierung derart, daR w'(t) > 0 ist fiir ¢ € I und da mit &(s) := c(w™1(s)) fiir s € I,
d.h. mit ¢(t) = é(w(t)) fiir t € I, durch C(s) := ®(&(s)) eine normierte Parametrisierung
von K = ®(c(I)) = ®(&(I)) gegeben ist. Es ist also stets |C'(s)| = 1.

Ist 72 = 7(s) der Normalenvektor von K im Punkt C/(s), dann ist n(t) = n(w(t)).

Ist 7 = p(s) der Winkel, der von n(é(s)) und von 7n(s) eingeschlossen wird, dann ist
v(t) = v(w(t)).

Ist & = &(s) die Kriimmung von K im Punkt C(s), dann ist x(t) = &(w(t)).

Es ist C(t) = ®(c(t)) = ®(&(w(t))) = C(w(t)) und also

') = [§Cw®)] = |C(wt)w'(t)] = [C"(wt)w'(t)] = |C'(wt)|-w'(t) = w'(t).

Ferner wird

C't)y = $C(1)
= $0(cr(t), ea(1))
= @ (ert), ca(t)4 (1) + Byler(t), ea(t)) (1)
®,c) + D6,
und damit
COF = (CWICE) = (Buci+@ucy | uct+0,ch) = () (foefa) aeler)) () =

Schliefilich ist
d(t) =

™

I
[N
<

—~ —~ —~
S

— ~/~
~

g

— N~ ~

gl gl
Q
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Anwendung des Lemmas aus §3.2.1 auf ¢ gibt
k-cos(v) = K(t)-cos(v(t))
= R(w(t)) - cos(w(w(t)))
= 2w’ () @) - VEG—F?

¢ (e ) i
- o VEG—F

O (F )
_ T N)e
C/T(%é)
Wir halten fest:

Lemma. Sei ¢: I — U gegeben. Es ist C(t) := ®(c(t)) eine Parametrisierung der Kurve
K =®(c(1)) autf S = ®(U).

Dabei ist k = x(t) die Kriimmung der Kurve K im Punkt C(?).
Sei v = v(t) der Winkel, der von n und von n eingeschlossen wird. Dann ist

c(ﬁ)

K-cos(v) = ———21,

“"(re)e

ZE

QN

alles in Abhéngigkeit von t € I zu lesen.
Bemerkung. Falls v(t) = 0 oder v(t) = 7 ist fiir ¢ € I, dann ist C(t) eine Geodéte auf S.

sin(¥) cos(p)
Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(¢,9) = R (sin(ﬂ)sin(@)7 wobei ¢ € [0,27],
Y € [0, 7], eine Kugel S von Radius R. cos(¥)

Wir hatten (#¢) = R? (Sm ) und also VEG — F? = R?sin(9)).

sin(¢
Wir hatten (h“ h12> =R! ( é )l )

h21 ha2 sin(¥)
Also ist
LM hi1 hi2 sin(9)2 0
— _F2 . e
(MN) EG—-F <h21h22) R( 0 1 .

Sei ¥y € (0, 7). Sei ¢(p) := <5‘;>. Es wird ¢ = () und also

J (J@M)C/

N B Rsin(ﬁ)z B 1
T (gg) J

) = -
foreoRy) = E = Rsm@? R’
Tatséchlich parametrisiert ®(c(p)) einen Kreis von Radius Rsin(vy), welcher {iberall

Krimmung x = m hat.



38

Ferner liegt der Normalenvektor n dieses Kreises in der Ebene z3 = R cos(?y) und zeigt
zur x3-Achse, wihrend n in Richtung des Ursprungs zeigt. Die beiden Vektoren n und n
schliefsen also einen Winkel von v = 7 — 1, ein.

Diese geometrische Uberlegung gibt also

K- cos(v) = . cos(Z —g) =

1
Rsin(d) 2 R

und bestétigt den oben gefundenen Wert.

Bemerkung. Sei d > 1. Sei B € R**? symmetrisch und positiv definit. Sei A € R?*?
symmetrisch.

Wir wollen die kritischen Stellen von ¢(z) := ﬁgfc fir z € R? \ {0} bestimmen.

Es wird

a (@ Az) = (10) Az +aTA(5) = 2(10) Aw

und also i
d _ d z' Az
@ 4(t) = G
(@A) (@ Ba)— (" ) (L (7 Ba)
B («T Bx)?
— 9 ((10)Ax)- (2T Bx)— (2T Az)-((10)Bz)
(«F Bx)? )

Dies verschwindet genau dann, wenn
((10) Az) - (" Bx) = ((10) Bx) - («" Ax)

ist.

Analog liefert das Verschwinden von -3-¢(z) die Bedingung

dxo

((01) Az) - («" Bx) = ((01) Bx) - (" Ax)

Da E, die beiden Zeilen (10) und (01) hat, liefert dies zusammengestellt als Bedingung
die vektorielle Gleichung

Az - (2" Br) = Bz (2" Az)

d.h.
B'Az = z- (2" Az) (2" Bz)™ = 2 -q(z) .

Somit muf x ein Eigenvektor von B~'A zum Eigenwert ¢(x) sein.

Ist umgekehrt z ein Eigenvektor von B~'A zum Eigenwert A\, dann wird B~'Ax = Mz,
also Ax = ABux, also

Az - (2'Bz) = \- Bz - (2'Bz) = Bz - (2" Ax) .
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Kritische Stellen sind also genau die Punkte, deren Ortsvektor ein Eigenvektor von B~1A
ist. ()

Da {q(z)|z € RE{0}} = {q(x)|x € R~ {0}, |z] = 1}, hat ¢(z) eine globale Maxi-
malstelle und eine globale Minimalstelle. Diese miissen kritische Stellen sein. Da bei den

kritischen Stellen die Eigenwerte als Werte angenommen werden, erkennen wir, dak die
kritischen Stellen globale Extremstellen sind.

Definition. Sei (32) € U. Sei Py := ®(ug,v) € ®(U) = S.
Die Weingarten-Matriz in Py ist gegeben durch
-1
W= (55 (hY)
wobei K, F', G, L, M, N in (Zg) zu nehmen sind.

Die Eigenvektoren der Weingarten-Matrix W heiflen Hauptkrimmungsvektoren, und ihre
Eigenwerte heifen Hauptkrimmungen an der Stelle (f;g), d.h. im Punkt Py = ®(ug, vo).
Der Vektor n := &, x &, = &, (ug, vg) X D, (ug,vp) steht, an Py angesetzt, senkrecht zur
Tangentialebene an S in F.

Sei H ecine Ebene, die den Punkt Py und die Gerade { Py +rn : r € R} enthélt.

Sei I ein Intervall. Sei die Parametrisierung ¢ : I — U so, daf die Kurve K := ®(¢(/)) in
H N S liegt und F, enthilt. Genauer, es gebe ¢y € I, wobei ¢y kein Randpunkt von [ sei,
mit c(to) = (12) und also ®(c(to)) = Py .

Eine solche Kurve K heifst auch ein Normalschnitt von S in P, .

Die konkrete Angabe einer Parametrisierung ¢, fiir welche ®(c(¢)) eine Kurve K C HN S
parametrisiert, der Py enthélt, ist oft schwierig. Sie ist aber haufig auch nicht erforderlich.

Sei k = k(ty) die Kriimmung und n = n(ty) der Normalenvektor von K im Punkt F .

Sei v der Winkel, der von n und n eingeschlossen wird. Es liegen n und n auf einer Geraden.
Es ist ¥ = 0 und also cos(v) = 1, wenn n und n in dieselbe Richtung zeigen. Es ist v =7

und also cos(v) = —1, wenn n und n in entgegengesetzte Richtung zeigen.
Es ist
/T (]\L/I %) J
K-cos(v) = RN
——
—%1 T (ra)e

Falls der Normalschnitt K so gewahlt ist, dak ¢ = ¢/(ty) ein Hauptkrimmungsvektor zur

Hauptkrimmung A ist, dann ist (gg)fl (]\L4 %) d=M\-c,also (]@ J‘]\/;[) =X\ (%;g) ¢ und

also T (L M) J
K-cos(v) = # = .
j; AT (FG’) c

27u B gibt es ein C € R4*¢ symmetrisch und positiv definit mit C? = B. Da die symmetrische Matrix
C~1AC~! nur reelle Eigenwerte hat, gilt dies auch fiir B~1A = C~1(C~1AC~1)C.
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Daher sind die Hauptkriimmungen von S in F, die maximalen und minimalen Werte von
K - cos(v) fiir einen Normalschnitt K von S in Py ; vgl. vorstehende Bemerkung.

Bemerkung. Wir betrachten die Weingarten-Matrix W an der Stelle (:jg) € U und ihr
charakteristisches Polynom

xw(X) = (X = A)(X =) .
Dann sind A\; und Ay Hauptkriimmungen von S in P, und es ist

)\1')\2 = detW
= det((F6) - (#N)

)
(det (%5))*1 - det (]\]} %)
LN—M?
EG—F?

= KGauB .

In P, ist also das Produkt der Hauptkriimmungen A; und \; gleich der Gaufschen Kriim-
mung KGauB = KGauB(“Oa UO) .

Definition. Sind A; und Ay Hauptkriimmungen von S in ®(u,v), dann heifst
Krnittel - Kmittel(u7 U) = %()\l + )\2) = %SP(W(% U))

die mittlere Krimmung von S an der Stelle (;f) € U, also im Punkt ®(u,v).

(sin(ﬁ) cos(¢p)

Beispiel. Es parametrisiert ®(p, ) = | sin(®) sin(so)>, wobei ¢ € [0,27] und ¢ € [0, 7], das

2 cos(¥)
Ellipsoid { (E) eR? : zi4ad+ (33)* =1}
z3
— sin(9) sin(yp) cos(9) cos(¢) .
Es ist (I)SO = < sin(ﬂ)(;:os(cp) ) und &y = <cos(2198)1f11(nﬂ()tp)> und (gg) — <Sln89)2 4_3(:?)5(19)2).
Somit ist v EG — F? = sin(¥)/4 — 3 cos(V)2.
Wir haben
— sin(9¥) sin(¢) cos(9) cos(p) 2sin(9)? cos(p)
n = (I)cp X (I)g = sin(¥) cos(y) X | cos(¥)sin(p) = — | 2sin(9)2sin(p) .
0 —2sin(9) sin(¥) cos(¥)

) — sin(9) cos(p) — cos(¥) sin(¢p) —sin(9) cos(p)
Es ist ® = [ —sin(®)sin(¢) | und ® 9 = cos(9) cos(p) und CI)W = | —sin(¥)sin(e) |.
e 0 v 0 —2cos(¥)
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Wir erhalten

I — (Pypp| Py X Py) 2sin()? _ 2sin(v)?
VEG — F? sin(d)4/4 — 3 cos(v)? 4 — 3 cos(1)?
<q)sm9|q)<p X (I)ﬁ>
VEG — F?
(Dyy| Py x By)  2(sin(9)? 4 sin (V) cos(9)?)

2
VEG-F> sin(d) /4 — 3 cos(9)? /4 —3cos(9)?

Insgesamt wird
(L M) _ 2 (sin(ﬂ)2 0 >
M N 4—3 cos(19)2 0 1

Wir erhalten die Weingarten-Matrix
_ (EF\"l /L M\ _ 2 4—3cos(9)? 0
W= (re) (in) = W( 0 1) :

Als Hauptkrimmungsvektoren erhalten wir ((1)), mit zugehoriger Hauptkriimmung

_ 2
A= (4—3 cos(9)2)1/2 ?

und ((1)), mit zugehoriger Hauptkrimmung

_ 2
Ay = (4—3 cos(0)2)3/2 *

Die Gaufsche Kriimmung ist

_ _ 4 _ LN-M?
Keag = A1 Ao = (4—3cos(¥)2)2  EG-F2 °

Die mittlere Krimmung ist

Kuittel = %(M‘F)\z) =

5—3 cos(19)?
1/2 + 2 ) = ( o

L2
2\ (4—3cos(9)?) (4—3 cos(¥9)2)3/2 4—3cos(9)2)3/2 ~

3.3 Theorema egregium

Wir behalten die Situation von §3.1 bei.
Sei also @ : U — R? eine Parametrisierung der Fliche S = ®(U).

Wir schreiben kurz n = n(u,v) := &, x ®,.
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Es wird
KGauB
_ LN—M?2
T EG—-F?
= (BG— Fz)z (D[ 1) (Do [1) — (Pry[)?)
= (EG— F2)2 < uu|q)u X (I)v><q)vv’q)u X (I)v> - <(I)uv’q)u X q)v><q)uv|q)u X (I)v>)
[3, 3.11.2]

det(®y, Py, P,)T - det(Pyy, Py, @) — det(Pyy, Doy, Py)7T - det(Poy, Doy, D))
det ((q)uua (I)u: (I)v)T : (Cvaa (I)ua (I)v)) — det ((q)uva q)ua (I)v>T ' ((I)uv; (I)ua (I)v)))

(
ol
= T (et (@, By @) - det(By, By D) — det(Dyy, By, D) - det( @y, Dy, B,)
(EG— F2)2(
(

(EG— F22

<<Duu|q>v'u> <q>uu|<1)u> <q>uu|q>v> <<I>uv|q>u'u> <<I>u'u|¢'u> <q>uvlq>v>
(EG—F?)2 (@u|Puv) (Pu|®u) (Pul®y) | — det| (PulPuv) (Pul®u) (Pu|®y)

(@0|Pyv) (Po|Pu) (Do|Po) (P0|Puv) (Po|Pu) (Po|Pw)
| >

2.2 (Puu|®ov)  3EB.  Fu—3E, (Puo|Puv) 3By 3Gu
= — 1 (det| Rn-ic. E F —det| i E F
(BG=F?) el F G i¥el F G
2 2
( ( 0

<¢uu‘¢)v’u>_(¢uu|¢’uv> %Eu Fu_%Ev %E’u %Gu
Fy—1Gy E F —det| 3B, E F
ia, F G i, F G

Entw. n. erster Zeile 1
- (EG—F2)2

Es ist 1 -
§Gu = <(I)v‘(1)uv>
Es folgt
3G = (P Pus) = (Puo|Pu) + (Po| P -
Es ist
1B, 2 (®,]®,,) .
Es folgt

Fuv - %Evv - %<(I)U|cbuu> = <CDUU|<DUU> + <<I)U|(PW“’> :
Die Differenz ist
Fuv - %EU’U - %Guu = <(I)UU’(I)UU> - <(I)m]|(I)uv> ’

Einsetzen in den Matrixeintrag oben links gibt nun:

Lemma (Theorema egregium). Wir betrachten eine Stelle () € U.

Dort lafst sich die Gauftsche Kriimmung wie folgt ausdriicken.

Fuv_%Guu_%Evv %Eu Fu_%Ev 0 %Ev Gu
Kaaug = EG—F? det Fy—1Gy E F —det| 3B, E F
( ) 3Gy F G 3Gy F G

sin(9) cos(p)
Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(p,9) = R (sm(ﬁ)sin(@)) wobei ¢ € [0,27],
v € [0, 7], eine Kugel S von Radius R. cos(?)

NI
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Wir hatten (gg) _ <R2sin(19)2 0 )

0 R?
Insbesondere ist Ey = 2R?sin(¥) cos(d) = R?sin(20) und Eyy = 2R? cos(20)

Nach Theorema egregium wird

Fo9—3Gpp—3E9y 3E, Fo—3Ey 0 1By 3G,
KGauB = EG—FQ det Fﬁ—%Gw E F — det %Eﬂ E F
( ) 1Gy F G i, F G
0-10-1Ey9 30 0-1Ey 0 1By 30
= ; det 0,;0 E 0 —det| 389 E 0
(et sin(9 0 G o o @
2

2 cos(29) 0 — 2 R%sin(29) 0 1R?sin(20) 0
= R4— det 0 R? sin(9)?2 0 — det %RQ sin(29)  RZsin(9)? 0
Sll’l 0 0 R2 0 0 R2

—RC sin(¥9)? cos(29) + 1 R® sin(20)?)

(R4 sin(9)2)?2 )
IR — RS sin(9)?(cos(9)? — sin(9)?) + R sin(9)? cos(1)?)
R2 '

Dies stimmt mit der vormaligen Berechnung tiberein; cf. Beispiel in §3.1.

3.4 Gauls-Bonnet

Wir behalten die Situation von §3.1 bei.
Sei also @ : U — R eine Parametrisierung der Fliche S = ®(U).

Lemma (Gauft-Bonnet, Version 1). Sei J C U derart, daf ®|; injektiv ist und daf
A = ®(J) C S einfach zusammenhéngend ist, also zusammenhéngend ist und “keine
Locher” hat.

Sei der Rand 0J von J stiickweise positiv orientiert parametrisiert durch stetig dif-
ferenzierbare Abbildungen c(1), ..., cx), wobei I(; ein abgeschlossenes Intervall und
C(j) . [(j) — U ist fir 1 < j < k. Sei noch C(k+1) = C(l).

Sei C(jy == ® o ¢(j) fiir 1 < j < k+ 1. Dann parametrisieren Cy), ..., Cy) den Rand 9A
von A.

Sei ;) der Winkel zwischen C(;)(max(/(;))) und C’gﬂl)(min(l(jﬂ ) fir 1 <j<k.

Sei [ der Winkel zwischen dem Binormalenvektor b = ‘C/ g: der Kurve 0A und dem
Vektor &, x &, am betrachteten Kurvenpunkt.

Dann ist

// Kgaug dO + Za /aA/i-cos(B)ds = 27

7j=1
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Bemerkung. Ist ® o ¢(;) eine Geodite auf S, dann steht der Binormalenvektor b, der
senkrecht auf dem Normalenvektor n steht, auch senkrecht auf ®, x @, .

Also ist diesenfalls 5 = 7 und somit cos(3) = 0.

sin(¥) cos(p)
Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(¢,9) = R (sin(ﬂ) sin(w)), wobei ¢ € [0, 27],
¥ € [0, 7], eine Kugel S von Radius R. cos(?)

Wir parametrisieren den Rand des Vierecks

J={(5) leelzn, velf. 5} € U = [0,2n] x [0,7]

wie folgt.
Sei c(1)(t) = (g;t) furt €|
4
Sei ¢ = (ﬁit) firt e |
4
Sei ¢(3 = <W£t> firt e |
2
Sei ¢4 :<ft) firt e [0
2

Es ist A := ®(J) ein krummliniges Viereck auf der Kugel S.

Es sind a(;) = (2) = a3 = aq) = 5, da Lingenkreise und Breitenkreise immer einen
Winkel von 90° = 7 einschliefen.
Es ist

9 sin(19)2 cos(ip)
’(I)go X (I)19| = |—R sin(19)? sin(yp)
sin(¥) cos(¥)

= R2y/sin(¥)* cos(p)? + sin(0)4 sin(g)? + sin(9)2 cos(¥9)? = R?sin(v) .

Ferner ist Kgaug = vgl. Beispiel in §3.1.

7

ffAKGauﬁdO = R_2ffA1dO
_ p-2 [T (3.
= R [21]0, x O]V dg

Damit wird

= R [ [ R*sin(9) i dg

T I=
= gl cos(d)]y_
_ 143,

Fiir ¢(9), ¢@), ¢y ist cos(f) = 0, da wir uns auf Geodéten der Kugel bewegen.

% 2 cos( G +t)
Fur C(1) wird C(l) (t) = (I)(C(l) (t)) =R (; Z?in(%+t > R\/_ ( cos( )
V2

e EINE]
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Fiir ¢p) ist also k = (%ﬂ)_l, da wir uns auf einem Breitenkreis von Radius %ﬂ bewegen.

Dort zeigt ®, x ®y zum Kugelmittelpunkt. Es liegt n in der Ebene z3 = %x/ﬁ Es

0
lduft die von C(y)(t) parametrisierte Kurve dem Breitenkreis entlang von £1/2 <1) nach
-1 1
%x/i ( 0 ) Also zeigt b = v X n positiv in Richtung der x3-Achse.
1

Fiir ¢(y) ist folglich § = 2% und also cos(f) = —\/75 :

—cos(t)
(

Es ist C()(t) = 52 <—sion t)) und also [Cy,,(t)] = £/2. Somit wird

/BA,{-COS(@ ds = /Og(

Insgesamt wird

0|3

VI () VR = VD

4
//KGaquO + Za(j) + / kocos(B)ds = TV2+4-T 4 (—=TV2) = 2.
A 9A

=1

Dies bestatigt Gauft-Bonnet, Version 1, im vorliegenden Fall.

Lemma (Gaufi-Bonnet, Version 2). Sei S kompakt und ohne Rand, d.h. mit 95 = 0.
Sei g die Anzahl der Locher in S. Vgl. auch nachfolgende Bemerkung.

//KGauﬁdO = (2—2g>27’(’
S

Bemerkung. Noch eine Nachbemerkung zur Anzahl g der Locher von S.

Dann ist

Z.B. ist fiir eine Kugel g = 0.
Z.B. ist fiir einen Torus g = 1.
Beides geméfs Anschauung.

Allgemein kann man S mit einem Netz aus Dreiecken {iberziehen. Man spricht von einer
Triangulierung von S.

Ist dann e die Anzahl der Ecken, k£ die Anzahl der Kanten und f die Anzahl der Flachen

in diesem Dreiecksnetz, dann ist
e—k+f =2-2g.

Auf diese Weise kann man ¢ berechnen, ohne auf Anschauung angewiesen zu sein.

So z.B. gibt es fiir die Kugel eine Triangulierung mit 4 Dreiecken, in der Art eines krumm-
linigen Tetraeders. Dabei ist e =4, k =6 und f =4, also e — k + f = 2, woraus g = 0
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folgt.
. . . .. sin() cos(p) .
Beispiel. Sei R > 0. Es parametrisiert ®(p,d) = R ( sin(@)sin(p) |, wobei ¢ € [0,27],
¥ € [0, 7], eine Kugel S von Radius R. cos(?)
R2 ; cf. §3.1.
Es ist der Flacheninhalt dieser Kugel gleich [[;1d0O = 4w R>.

Es ist KGauB =

Fiir die Anzahl der Locher von S haben wir g = 0.
Also wird

1
//Kcaust—/ —dO— //1d0— - 4TR* = 47 = (2—2-0)-27

Dies bestatigt Gauft-Bonnet, Version 2, im vorliegenden Fall.
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