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der Aufgaben sind größer als die Gesamtlänge und die Anzahl der Aufgaben in

der Modulprüfung.

Aufgabe 1 Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begründen

Sie jeweils.

a) Sei D ⊂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Ist f : D → C holomorph,

dann besitzt das Vektorfeld (Re f,− Im f)T ein Potential.

b) Ist f : C→ C eine ganze Funktion, so ist f konstant.

c) Ist f : C → C eine ganze Funktion, so besitzt f um z0 = 0 eine Potenzreihenent-

wicklung mit Konvergenzradius r =∞.

d) Sind f : B1(0)→ C und z 7→ f(z̄) holomorph, so ist f konstant.

Aufgabe 2 Berechnen Sie die folgenden Integrale

a)

∫
a

2z

cos(z2)2
dz mit a : [−1, 1]→ C : t 7→ t+ t2i

b)

∫
b
sin

(
1

z

)
dz mit b : [0, 2π]→ C : t 7→ eit

c)

∮
|z−π|=2π

cos(z)− 1

z(z − 2π)3
dz

d)

∫ ∞
−∞

x2 + x

x4 + 16
dx

e)

∫ 2π

0

4

5− 4 cos(t)
dt

Aufgabe 3 Sei C+ := {z ∈ C | Re z > 0}. Finden Sie eine holomorphe Funktion f : C+ → C,

so dass

Re f(x+ iy) = ln
√
x2 + y2 .
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Aufgabe 4 Sei g : C \ {0, 1} → C mit

g(z) =
1

(1− 1
z )2

.

Berechnen Sie die Laurentreihenentwicklungen von g um die Punkte z0 = 0 und z0 = 1,

und bestimmen Sie jeweils das Innere der Konvergenzgebiete.

Aufgabe 5 a) Gegeben sei ein Gebiet G und eine holomorphe Funktion g : G → C mit

Re g = Im g. Zeigen Sie, dass g konstant ist.

b) Sei f : C → C ganz und Re f(z) ≤ C für alle z ∈ C. Zeigen Sie, dass f konstant

ist.

Aufgabe 6 Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begründen

Sie jeweils.

a) Ist f : R→ R differenzierbar, so ist f auch Borel-messbar.

b) Sei fn : R→ R, n ∈ N, eine Folge nicht-negativer messbarer Funktionen mit punkt-

weisem Grenzwert f(x) := limn→∞ fn(x). Dann gilt

lim
n→∞

∫
R
fndλ =

∫
R
fdλ .

c) Seien Ω ⊂ Rn, Ω1 ⊂ Rm und Ω2 ⊂ Rl offene Mengen und φ : Ω1 × Ω2 → Ω ein

Diffeomorphismus. Ist nun f : Ω→ C integrierbar, so folgt∫
Ω
f dλn =

∫
Ω1

(∫
Ω2

f(φ(x, y))|detφ′(x, y)|dλl(y)

)
dλm(x) .

d) Es existiert ein C > 0, so dass die Ungleichung

‖gf‖L2 ≤ C‖ĝ‖L1‖f‖L2

für alle f, g ∈ S(R) gilt.

Aufgabe 7 Wir betrachten die Funktion

f(x) =

{
e+x2 , x ∈ Q ,

e−x
2
, x ∈ R \Q .

Berechnen Sie

∫
R
f dλ.
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Aufgabe 8 Berechnen Sie:

a) lim
n→∞

∫ ∞
0

sin(ex)

1 + nx2
dx

b) lim
n→∞

∫ 1

0

x1/n sin(x)

x2
dx

Hinweis: x ≥ sin(x) ≥ 2
π x für 0 ≤ x ≤ π

2

Aufgabe 9 Sei (X,Σ, µ) ein Maßraum und fn : X → [0,∞], n ∈ N, eine Folge messbarer

Funktionen. Beweisen Sie, dass dann

∞∑
n=1

∫
X
fn dµ =

∫
X

∞∑
n=1

fn dµ

gilt.

Aufgabe 10 Seien f, g : R→ C messbar und g(x) 6= 0 für alle x ∈ R. Beweisen Sie, dass∫
R
|fg|dλ ≥

(∫
R
|f |

1
r dλ

)r (∫
R
|g|

−1
r−1 dλ

)−(r−1)

für alle r > 1 gilt.

Hinweis: f = (fg) · 1
g


