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Aufgabe 1 Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begriinden
Sie jeweils.

a) Sei D C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Ist f: D — C holomorph,
dann besitzt das Vektorfeld (Re f, —Im f)7 ein Potential.

b) Ist f: C — C eine ganze Funktion, so ist f konstant.

c) Ist f: C — C eine ganze Funktion, so besitzt f um zp = 0 eine Potenzreihenent-
wicklung mit Konvergenzradius r = oo.

d) Sind f: B1(0) — C und z — f(z) holomorph, so ist f konstant.

Aufgabe 2 Berechnen Sie die folgenden Integrale
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Aufgabe 3 Sei C, := {z € C | Rez > 0}. Finden Sie eine holomorphe Funktion f: C; — C,
so dass

c) dz

Re f(z +1iy) = Inv/22 + 2.
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Berechnen Sie die Laurentreihenentwicklungen von g um die Punkte zp = 0 und 29 = 1,
und bestimmen Sie jeweils das Innere der Konvergenzgebiete.

Aufgabe 5 a) Gegeben sei ein Gebiet G und eine holomorphe Funktion g: G — C mit
Re g = Im g. Zeigen Sie, dass g konstant ist.

b) Sei f: C — C ganz und Re f(z) < C fiir alle z € C. Zeigen Sie, dass f konstant
ist.

Aufgabe 6 Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begriinden
Sie jeweils.

a) Ist f: R — R differenzierbar, so ist f auch Borel-messbar.

b) Sei f,: R — R, n € N, eine Folge nicht-negativer messbarer Funktionen mit punkt-
weisem Grenzwert f(z) := lim, o fr(z). Dann gilt

lm [ fod) = / FdA.
R R

n—o0

c) Seien Q@ C R", O C R™ und Q9 C R! offene Mengen und ¢: Q1 X Q9 — € ein
Diffeomorphismus. Ist nun f: 2 — C integrierbar, so folgt

fdxm = F(@(z,y))| det ¢ (z,y)| X (y) | AN (x).
Jrav= [ (L, )

d) Es existiert ein C' > 0, so dass die Ungleichung

lgfllze < Clgllpall £l 2

fir alle f,g € S(R) gilt.

Aufgabe 7 Wir betrachten die Funktion

B e+x2, ze€Q,
f(l’)—{er’ rz e R\Q.

Berechnen Sie/fd)\.
R
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Aufgabe 8 Berechnen Sie:

*° sin(e”)

li T
a) fm | T

Lgl/msin(z)

5 dx

b) lim

n—oo Jq T

Hinweis: x > sin(x) > %x firo<z<

Aufgabe 9 Sei (X,3, ) ein Mafiraum und f,: X — [0,00], n € N, eine Folge messbarer
Funktionen. Beweisen Sie, dass dann

g/xf"d“:/ng”d“

gilt.

Aufgabe 10 Seien f,g: R — C messbar und g(z) # 0 fiir alle z € R. Beweisen Sie, dass
L r 1 —(r—1)
Lirgn=([1ran) ([1o75ar)
R R R

.1
g

fiir alle r > 1 gilt.
Hinweis: f = (fg)



