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Aufgaben zu Euklidischen/Unitären Vektorräumen und ihren En-
domorphismen

V10.1. Aufgabe. Beweisen Sie, dass die folgende Abbildung Mn(R) → R gegeben durch
A 7→ max

x∈Rn,x 6=0
‖Ax‖/‖x‖ = max

x∈Rn,‖x‖=1
‖Ax‖ eine Norm ist.

V10.2. Aufgabe. Konstruieren Sie die Matrix der Orthogonalprojektion von R3 auf die Ebene
x+ y + z = 0.

V10.3. Aufgabe. Sei Rn der n-dimensionale euklidische Raum. Für zwei Vektoren v1, v2 ∈ Rn

definieren wir den Abstand d(v1, v2) := ‖v1 − v2‖. Der Abstand ist eine Metrik, d.h.

• d(v1, v2) ≥ 0, für alle v1, v2 ∈ Rn und d(v1, v2) = 0, dann und genau dann wenn
v1 = v2;

• d(v1, v2) = d(v2, v1) für alle v1, v2 ∈ Rn;

• d(v1, v2) ≤ d(v1, v3) + d(v3, v2) für alle v1, v2, v3 ∈ Rn.

Beweisen Sie, dass für die Orthogonalprojektion vU von v auf U ≤ Rn die folgende
Ungleichung gilt: d(v, vU ) ≤ d(v, u′) für alle u′ ∈ U .

V10.4. Aufgabe. Sei A =

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

 ∈M3(R).

Geben Sie eine Orthonormalbasis C von R3 an, sodass die darstellende Matrix von TA

bezüglich C Diagonalmatrix ist, sowie die zugehörige Diagonalmatrix D. Geben Sie die
orthogonale Matrix Q an, sodass QTAQ = D. Schreiben Sie TA als Summe der Ortho-
gonalprojektionen auf Eigenräume von TA.

V10.5. Aufgabe. Sei A ∈ Mn(R). Beweisen Sie, dass ATA positiv semidefinit ist. Wann ist
ATA positiv definit?
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