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Vorwort

Das vorliegende Skript zur Linearen Algebra folgt auf zehn Vorlesungen zu den
Grundlagen der Mathematik, in denen die Anfinge der Aussagenlogik, Beweismetho-
den inklusive Induktionsbeweise, Abbildungen, Aquivalenzrelationen, Abzéhlbarkeit
von Mengen und algebraische Grundstrukturen abgehandelt wurden. Der Leser
sei gewarnt, Skript und Vorlesung stimmen nicht immer iiberein. Eine eigene Mit-
schrift in der Vorlesung ist auch deshalb ratsam, als dies tiber die Mathematik
hinausgehende Fahigkeiten eintrainiert.

Der vorliegende Text hat von vielen Quellen profitiert, die an dieser Stelle nicht
mehr alle nachvollziehbar sind. Insbesondere beruht er auf Ausarbeitungen zur
Linearer Algebra von vielen Kollegen, insbesondere in Oxford und Stuttgart. [hnen
allen gilt mein Dank. Dank geht auch an Herrn Saeer Noorani fiir das Tippen
eines Grossteils dieses Manuskriptes. Ohne seinen Einsatz wiirde dieses Skript nicht
existieren. Das Manuskript wurde recht schnell Korrektur gelesen und angepasst;
es ist anzunehmen, dass der Text deshalb noch Fehler enthélt. Das gesetzte Latex
entspricht nicht an allen Stellen den Regeln ordentlichen Schreibens, und sollte
daher nicht als Vorbild fiir die Erstellung von eigenen Abschlussarbeiten dienen.
Dem Leser wird geraten, den Text kritisch und nach Verstandnis suchend zu lesen.

Die meisten Textbiicher zur Linearen Algebra sind erheblich sorgféltiger geschrieben
als dies fiir ein Skript tiblich ist. So kann auch dieses Skript die gute und reichhaltige
Literatur zur Linearen Algebra nicht ersetzen, und dem Leser wird empfohlen,
sein Studium durch die vielfaltig vorhandene Literatur zu erginzen. Textbiicher
sind sehr unterschiedlich im Schreibstil, manche kurz und abstrakt, andere mit
vielen Details und Beispielen. Den Studierenden wird geraten sich wenigstens ein
Textbuch zur Linearen Algebra zu suchen, mit dem er oder sie gut zurecht kommt,
und dieses erganzend zum Skript zu lesen.

Stuttgart, den 29. Dezember 2019.



Kapitel 1

Matrizen

In diesem Kapitel sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1g, beispielsweise
ist R € {Z,R,C,Z,, | m € N}. Matrizen sind wichtige Objekte der Linearen
Algebra; das Rechnen mit Matrizen ist fundamental in Linearer Algebra. Die
saloppe Definition einer Matrix ist:

Definition 1.1. Seien m,n € N. Eine m x n-Matrix ist ein rechteckiges Schema
mit m - n Zahlen aus R (oder Variablen), angeordnet in m Reihen und n Spalten.

2 0 =3

Beispiel 1.2. (0 14

> ist eine 2 x 3-Matrix mit Eintragen in Z.

1

2

0 | ist eine 3 x 1-Matrix mit Eintragen in Q, auch Spaltenvektor genannt.
5

3
(0, 7 V3 —7r> ist eine 1 x 3-Matrix mit Eintrdgen in R, auch Zeilenvektor genannt.

Notation 1.3. a) Sie R ein kommutativer Ring mit Eins. Formal ist eine Matrix
definiert als eine Funktion A : {1,...,m} x {1,...,n} — R, wobei gilt
(,7) — A((4,7)) mit A((4,7)) = a;;. Wir schreiben diese Matrix als

a;x a2 - Qip
21 A22 .
A= = (aij)1<i<m = (aij).
1<j<n
Am1 . e o Amn

Hierbei heisst a;; der (7, j)te Eintrag der Matrix A. Man schreibt auch A;;
fiir den (4, j)ten Eintrag einer Matrix A.

b) Myxn(R) ist definiert als die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrdgen in
R. Man schreibt auch R™*" statt M,,x,(R). Ist n = m, so heiit eine Matrix

A € M,«n(R) quadratische Matrix. Man schreibt M, (R) statt M, ,(R). Die
Menge der Spaltenvektoren M,,.;(R) wird auch mit R™ bezeichnet.

c¢) Aus (a) und der Definition von Gleichheit von Funktionen folgt: Zwei Matrizen
A = (a;;) € Mypsn(R) und B = (b;;) € Mpyx,(R) sind genau dann gleich,
wenn m = p und n = g und a;; = b;; ist, firalle 1 <7 <m, 1 <j <n.
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Definition 1.4. Seien A, B € M,,»,(R) und A € R.

Definiere die Summe A + B als die Matrix mit (¢, j)tem Eintrag a;; + b;;, fir
1<1<m, 1<75<n.

Definiere die Matrix A - A als die Matrix mit (4, j)tem Eintrag X - a;;, fiir
1<i<m, 1<75<n.

Beachte, dies definiert Abbildungen
+ : Mpsn(R) X Mpypsn(R) = Mysn(R), (A, B)— A+ B,
c i RX Mpsn(R) = Mysn(R), (A A)— X- A
Elemente A € R heiflen in diesem Zusammenhang auch Skalare.

Beispiel 1.5. Wir haben
2 0 -3 n 1 23y (320
0 -1 4 4 5 0) \4 4 4)°
2 0 =3 —4 0 6
(_2)'<0 ~1 4)‘(0 2—8)'

Wir werden viel mit Matrizen in dieser Vorlesung rechnen. Deshalb ist es sinnvoll
sich die Rechenregeln fiir Matrizen sorgfaltig anzuschauen:

Lemma 1.6. Seien A, B,C' € M,,«,(R). Dann ist
i) A+ B=B+ A,
ii) (A+B)+C=A+(B+ ().
Insbesondere folgt, dass (Mpyxn(R),+) eine abelsche Gruppe ist mit neutralem
0 --- 0

Element 0 := [ . . |, auch Nullmatriz genannt. Die additiv inverse Matriz

0 --- 0
2u A = (aij) € Myxn(R) ist die Matric —A = (—a;;) € Myxn(R).

Beweis. Folgt durch direktes Nachrechnen aus den Gruppenaxiomen fir (R, +).
Beispielsweise haben wir:

i) Da A, B € M,;,xn(R) folgt aus Definition 1.4 auch A+ B und B + A sind in
Mpxn(R).
Der (i, j)te Eintrag von A+ B ist a;; + b, fir 1 <i<m, 1 <j <n.
Der (i, j)te Eintrag von B + A ist b;; + a;;, fir 1 <i <m, 1 <j <n.
Da Addition in R kommutativ ist, gilt a;; + b;; = b;; + a;; fir alle Indizes
1<i<m, 1<j<n.Damit folgt A+ B =B+ A.

ii) Die zweite Behauptung wird analog zur ersten Behauptung bewiesen.



iii) Wir haben fur eine beliebige Matrix A € M,,x,(R):

A+0=(a;) + 0 = (a;; +0) = (ay) = A,
04 A—-= A

Also ist die Nullmatirx das neutrale Element beziiglich Addition in M, (R).

iv) Wir haben fiir eine beliebige Matrix A € M, «n(R):

A+ (—A) = (ay) + (—aj:) = (0)
(—A) + A= (—ay) + (a;) = (0)

Also ist —A das additive Inverse zu A € M, 5, (R)

0,
0

]

Bemerkung 1.7. Nach dem Grundlagenkapitel ist das additive Inverse eines
Elementes einer Gruppe eindeutig bestimmt. Seien A, B € M,,«,(R). Definiere
A — B := A+ (—B). Es gilt wiederum nach abstrakten UBerlegungen aus dem
Grundlagenkapitel:

—(A+B)=—-A+(-B)=-A-B.

Beweis. Wir benutzen die Eigenschaften aus Lemma 1.6, um die Behauptung
nochmals nachzurechnen. Es gilt:

(A+B)+(-A-B) = (=B)))

+
+(=4))

((=4)
(—B

B+
B+
0+ (—A)

~— —

+ + + +

A~~~ I~/

—A

Il
S e N N N

Da das additive Inverse in einer Gruppe nach dem Grundlagenkapitel eindeutig
bestimmt ist, folgt:
—(A+B)=—-A-B.

Lemma 1.8. Seien A, B € M5, (R) und A\, u € R. Dann gilt:
i) \-(A+B)=X-A+ ) B,
i) AN+ p)- A= -A+pu- A,
i) A-p) A=A (u-A),
w)1-A=A.
Beweis. Direktes Nachrechnen. Benutzt die Ringaxiome in R.

Bemerkung 1.9. Schreibe Oz und 15 fiir das Nullelement bzw. das Einselement
von Ring R. Es gilt fir A € M,,«,(R):



i) O - A =0, wobei die letzte Null die Nullmatrix ist,
ii) (—1g)- A= —A.
Beweis. i) Fir A € M, (R) gilt:

Or-A=(0r+0g)-A (da Og neutrales Element bzgl. 4+ in R),
=0r-A+0g-A (nach Distributivgesetz 1.8 ii) ).

Addiere das additives Inverse —0g - A zu dieser Gleichung von rechts, dann
erhalten wir mit Lemma 1.6:
Op- A+ (—0r-A)=(0g-A+0r-A)+ (—0gr-A),
=0g-A+ (0g-A+(—0r-A)),
=0p - A+ 0,
=0g- A7
was impliziert, dass 0 = Op - A ist.
ii) Es gilt aufgrund der Ringaxiome und Lemma 1.8:
1.8 v)
A+ (—1g) A ="1r- A+ (—1g) - A,
1.8 ii
=" (la+ (~1p) - A,
= 0r-A=0.

Wir haben also ein Element X := (—1) - A gefunden mit A+ X =0= X+ A.
Das additive Inverse zu A € M,,«,(R) ist eindeutig bestimmt, also ist das

additive Inverse zu A das Element (—1g)- A, beziehungsweise als Gleichunggilt
—A=(-1p) - A
O

Definition 1.10. Sei A € M,;,x,(R) und B € M,,,,(R). Definiere Multiplikation
von Matrizen durch

Mysn(R) X Myyp(R) — Myp(R), (A, B) — A - B.

Hierbei ist X == A - B € M,,x,(R) die Matrix mit (ij)tem Eintrag

Xij = (A . B)zg = Z Qi * bkj
k=1

firalle1 <i<m, 1 <7 <p.
Beispiel 1.11. Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen.
a) i) Wir berechnen ein spezielles Matrixprodukt, ,Zeile mal Spalte®:

4

(12 3)(5) =(1-442-5-3-6) = (—4) € My,a(2).
—6

5



ii) Allgemeiner haben wir

1 2 1-44+2-0 1(=1)+2-2 1-0+2-1
3 0f (4 -1 0y _1]3-4+0-0 3(=1)+0-2 3-04+0-1
-1 2 0 2 1) |-1-442-0 (-1)(-1)+2-2 (-1)-0+2-1
1 1 1-44+1-0 I(-=1)+1-2 1-0+1-1
4 3 2
112 =30
-4 5 2
4 1 1
b) Wir schreiben eine Matrix A auch als A = ) , mit der Be-
—_— am —_
deutung, dass A die Zeilen aq,as,...,a, hat. Wir schreiben auch B =
| |
by by ... b, |, mit der Bedeutung, dass B die Spalten by, b, ..., b, hat.
. |
Dann ist

A- B = (a;bj)i<i<m.

1<j<p

In Worten bedeutet dies: der (i, j)te Eintrag von A - B ist das Produkt a; - b;
von Zeile ¢ mal Spalte j, wobei a; - b; durch 1.10 definiert ist.

Beispiel 1.12.  a) Man nennt eine Matrix D = (d;;)1<; j<n € M, (R) eine Dia-
gonalmatriz, falls d;; = 0 fir alle ¢ # j. Das heisst die Matrix D hat die

Form:
du
d22 0
D = . = diag(dn, d22, e ,dnn),
0o -
dnn
beispielsweise ist
10 0
0 5 0 |=diag(1,5,-3).
00 -3
Die Matrix [, .= diag(1,1,...,1) € M,(R) heiit Einheitsmatriz oder Identi-

tatsmatriz.

b) Sei 1 < 4,5 < n. Definiere E;; € M,(R) als Matrix mit Eintrag Eins in
Position (7, 7) und Null iiberalll sonst.

1 falls k =1,1=j,
(Eij)u = { g
0 sonst.



Diese Matrizen nennt man Standardmatriz oder Standard-Einheitsmatriz oder
Matrizeinheit. Zum Beispiel haben wir fiir n = 2:

10 01 00 0 0
E11:<0 O)’E12:<O 0>,E21:<1 O)’E22:<O 1)-

Dann ist
E; falls j =k,

gk {O sonst.

und
In:E11+E22+"‘+Enn:ZEii-

Sei A = (a;;) € M,,(R). Dann ist

J

0 .- 0 aj; A1z -+ Alp 0 0
Ej;A=" 0 0 L0 @21 (22 =i | ajp aj Qjn,
0 ... 0 Uy - o Gy 0 0

d.h. die j-te Zeile von A wird in Zeile 7 geschrieben und alle anderen Eintrage
werden Null. Und es ist

J J
ay Ay - Qp 0 e 0 00 ay; 0
, 0 0 0 0 ay O
_ | @21 a2 --- . . _ e
ABy=1" "7 | 1 3 I .
: 0 0 00 0
(n1 ann/) \( 0 0 0 ayu O

d.h. die ite Spalte steht in Spalte j und alle anderen Eintrage sind Null.

Lemma 1.13. Seien A, B,C, D Matrizen mit Fintrdgen in R. Wenn immer die
Summen und Produkte definiert sind, dann gilt:

a) A-(B-C)=(A-B)-C Assoziativgesetz
b)) (A+B)-C=A-C+ B-C Distributivgesetz
D-(A+B)=D-A+D-B
Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen:

a) Damit A-(B-C) definiert ist, ben6tigen wir, dass A € My xn(R), B € Myx,(R)
und C € M,.,(R). Angenommen dies gilt, dann folgt: der (7, j)te Eintrag



von A-(B-C) ist

H
IE
P%

A-(B-C) = ai(B - C)y;j

- el

p
Z aikbkztctj-

1t=1

e
Il
—

||H
M:

1

b
Il

||M:

Im letzten Schritt benutzen wir die Ringaxiome von R, wie das Distributivge-
setz in R und das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation in R. Analog zeigt

man v
B) -C = Z Z aikbktctj.

t=1 k=1
Da Addition in R kommutativ ist, folgt:

A-(B-C)=(A-B)-C.

b) Ubung.
[

Bemerkung 1.14. Da Multiplikation von Matrizen assoziativ ist, schreiben wir
A-B-C statt A- (B -C)oder(A- B)-C. Wir schreiben

A"= A A-A.... A neN,

n mal

AV =1,.

Theorem 1.15. Sei n € N und sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann
ist (M, (R),+,-) ein Ring mit Finselement I, = diag(1,...,1). Ist n = 1, so ist
M;(R) = R kommutativ. Firn > 2 ist M, (R) nicht kommutativ.

Beweis.  a) Nach Lemma 1.6 ist (M, (R),+) eine abelsche Gruppe. Nach Lemma
1.13 ist Multiplikation assoziativ, und die Distributivgesetze gelten. Mit
Definition 1.10 folgt I,,- A = A = A- I, fir alle A € M, (R), das heisst, I, ist
das neutrale Element von M, (R) beztglich Multiplikation. Also ist M, (R)
ein Ring mit Eins.

b) Sei n = 1. Da R ein kommutativer Ring ist, gilt ab = ba, fir alle a,b € R.

Also ist
(a) - (0) =’ (ab) = (ba) "= (b) - (a), (1.1)
das heisst, M;(R) ist kommutativ.

Sei n > 2. Es gilt Ey5 - B3 = 0 und Eyq - Ey; = Es. Also ist M,,(R) nicht
kommutativ.

]

Bemerkung. Es gibt Matrizen A, B € M,,(R) mit A # 0, B # 0, aber mit AB = 0.
Man nennt in diesem Fall die Elemente A, B aus dem Ring M, (R) Nullteiler.
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Definition 1.16. Sei A € M,,(R). Dann heifit A invertierbar, falls es eine Matrix
B € M,(R) mit
AB =1, = BA.

Die Matrix B heifit zu A inverse Matrix.

Bemerkung 1.17. a) Da Multiplikation in M, (R) assoziativ ist, folgt aus dem
Grundlagenkapitel, dass die inverse Matrix zu A eindeutig ist. Wir schreiben
fiir die zu A inverse Matrix A~

b) Angenommen A, B € M, (R) sind invertierbar, dann ist auch AB invertierbar
mit

(AB) ' =pBtA™!

Beweis. Diese Behauptung wurde allgemeiner im Grundlagenkapitel bewiesen.
Alternativ kann man direkt nachrechnen:

(AB)(BT'A™Y) “=" A(B(B7'A™))
M A(BETHAT
Z AL AT
1.15 A. AL

1.16
= I,

Analog gilt: (B~*A™')(AB) = I,,. Da nach a) die inverse Matrix zu AB
eindeutig ist, folgt (AB)™! = B~1A~L O

21

Beispiel 1.18.  a) Die Matrix A = <5 5

) € M(Z) ist invertierbar mit inverser

35 _21> Wir beweisen dies durch Nachrechnen:

o200
(%)) -0

) € Ms(R) ist nicht invertierbar, denn

Matrix A~! = (

10
00

. b11 blg 10 o bH 0 10
B-A= (bzl b22> (0 0) - <b21 o) 7 (0 1)’

fur alle bij € R.

b) Die Matrix A = <

10
0 2
keine Inverse in My (Z).

1

c) Matrix A = ( 0

) € M5(Q) hat die inverse A~! = <

i O

) € M5(Q), aber



d) Sie R = K ein Korper, beispielsweise R € {Q, R, C,Zy, Zs, . ..}. Die im Fol-
genden definierten Matrizen heissen Elementarmatrizen. Sie sind fundamental
wichtig zum Losen von linearen Gleichungssystemen. Hier wollen wir festhal-
ten, dass diese Matrizen jeweils invertierbar sind, da jedes Element ¢ # 0 aus
dem Korper K ein Inverses hat.

1

i) Matrix Py(c) := hat die Inverse P;(c™!), denn:

Pi(c) - Pu(c™) = (In + (¢ = D) Ey) (I + (¢ = 1) Ex)
=L+ ((c=D+ (' =1+ (c—1)(c'—1)E;
=I,+(c+ct —2+gg:—c—0_1+1)Ez'z'

=1

=1I1,+0-Ejy
=1,
J
1 0 0 0
0 1 00
ii) Sei i # j, Pj(c) =, | o 0o . ¢ o | hatdie Inverse P;;(—c),

0 0 10
0 01

Pj(c) - Pyj(—c) = (In + cEy)(In — cEy)

——
=0 (1.12)

= I,.

iii) Fiir ¢ # j sei ();; definiert als die quadratische Matrix mit Eintrag Eins
in Positionen (4, j) und (7, %), sowie mit Einsen auf der Diagonale, ausser
in den Positionen (i,7) und (7, j), die Null sind. Alle weiteren Eintrage
seien Null. Dann hat @);; Inverse @);;, ist also selbstinvers, denn

Qij - Qij = (In — Eii — Ejj + Eij + Eji)(In — Eii — Ejj + Eij + Eji)
+ Eji — Eji + Eij — Eij + Eii + Eji — Eji + Ej;
~ 1,

Bemerkung 1.19. Da nicht jedes Element ungleich Null im Ring (M, (R),+, )
invertierbar ist, ist M, (R) kein Korper.
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Theorem 1.20. Sei R kommutativer Ring mit Fins. Definiere GL(n,R) =
GL,(R) = {A € M,(R)|A invertierbar}. Dann ist (GL,(R),-) eine Gruppe mit
neutralem Element I,,.

Beweis. i) Sind A, B € GL,(R), dann folgt aus Bemerkung 1.17, dass A- B €
GL,(R) ist. Also ist - : GL,(R) x GL,(R) — GL,(R), d.h. GL,(R) ist
abgeschloflen beztiglich Multiplikation.

ii) Nach Theorem 1.13 ist Matrixmultiplikation assoziativ und I,, ist das neutrale
Element beziiglich Multiplikation.

iii) Nach Definition gibt es zu jedem A € GL,(R) eine Inverse in GL,(R).
[

Beispiel 1.21. In diesem Beispiel konstruieren wir mit Hilfe von Matrizen einen
Koérper mit vier Elementen. Zunéchst wiederholen wir Konzepte aus den Grundla-
gen:

a) Sei m € N. Aus dem Grundlagenkapitel wissen wir, dass (Z,,,+,) ein
kommutativer Ring mit Eins ist, mit Addition und Multiplikation @+b = a + b
und @-b = a-b, wobei 0 das neutrale Element bzgl. Addition und T das
neutrale Element beziiglich Multiplikation ist.

b) Sei m = 2. Wir berechnen dieAdditionstafel und Multiplikationstafel von
Zs = {0,1}: Allgemein ist die Verkntipfungstafel beziiglich einer Verkniipfung
* definiert durch:

(ol

|

S
*
(ol

a

Die Additionstafel fiir m = 2 ist:

Die Multiplikationstafel fir m = 2 ist:

Beachte: @ = 1 hat multiplikatives Inverse @' = 1. Also jedes Element

a € Z5\{0} hat ein multiplikatives Inverses. Also ist (Zg, +, ) ein Korper. Im
Grundlagenkapitel haben wir allgemeiner gesehen, dass Z, ein Korper ist,
genau dann, wenn p eine Primzahl ist. In der Algebravorlesung lernt man,
dass endliche Korper p” viele Elemente haben, wobei p eine Primzahl ist, und
n € N; und umgekehrt, zu gegebener Primzahl p und natiirlicher Zahl n gibt
es im wesentlichen nur einen Korper mit p™ Elementen. Wir schreiben auch
F, = Z/pZ fir den Kérper mit p Elementen, bezichungsweise F,. fiir den
Koper mit p” Elementen.

11



c) Wir definieren nun einen Kérper mit vier Elementen: Fy := {I, O, A, B} mit

_ (T 0 _ (00 (1T 1 _ (01
(5 0m (00 am (D)5 0 1)
Dann ist Fy C My(F) = Ms(Zs). Betrachte (Fs, +, ), wobei 4+ die Matri-

zenaddition und - die Matrizenmultiplikation ist. Wir haben die folgenden
Addition- und Multiplikationstabellen:

und

=~ Q|+
e~ Q0
O ~|~
~Q W
O~ W
QO QO QD
W=~ Ql~
~ e Ol
=~ QO

e~ Q-

Beispielsweise ist

o= ED-( )

Insbesondere ist Fy abgeschlofien beziiglich - und +. Da Fy C My(Fs), folgt
aus Theorem 1.15
i) + und - sind assoziativ in Fy,

ii) das Distributivgesetz gilt in Fy.

Aus der Additions- bzw. Multiplikationstabellen von F, entnehmen wir:

(iii) O = (8 O) ist neutrales Element beztiglich +,

(iv) I = <(1) (1)> ist neutrales Element beztiglich - .
(v) Multiplikation ist kommutativ.

(vi) Wir suchen zu X € Fy ein Y € Fy mit X + Y = 0. Additive Inverse zu
O ist O, zu I ist I, zu A ist A und zu B ist B.

(vii) Wir suchen zu 0 # X € Fy ein Y € Fy mit X - Y = I. Multiplikative
Inverse zu [ ist I, zu A ist B und zu B ist A.

Damit folgt aus der Definition des Korpers, dass (Fy,+,-) ein Kérper mit
vier Elementen ist.

12



Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme

Hilfreich in vielen Anwendungen, aber zentral auch fiir viele Rechnungen in der
linearen Algebra ist das Losen von linearen Gleichungssystemen. Sei K ein Korper,
zum Beispiel K € {Q,R,C, Zs,Zs, .. .}.

Definition 2.1. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) in n Variablen xzq,...,z,
ist ein System von Gleichungen der Form:

anx + -+ apr = b (2.1)
: (2.2)
A1 X+ + A = by (2.3)

mit m,n € N, a;; € K, b; € K fir 1 <¢ <m, 1 < j <n fest vorgegeben, und
x1,...,T, gesucht.

Notation 2.2. Sei

ay; a2 ... dip
A= - € Mpsen(K)
Am1 - - - Amn
und
by
bi=|:|€K"=M,(K)
bm
Schreibe
xy
X =
Tn

Dann ist x € K™ eine Losung des linearen Gleichungssystems aus 2.1 genau dann,
wenn

Ax = b.
Die Matrix
all G1p ... Q1, b1
(Ab) =1 = - - | € M) (K) (2.4)
Al - - - Amn  Om

13



heifit augmentierte/erweiterte Matriz des linearen Gleichungssystems. Ein lineares
Gleichungssystem heisst homogen, falls b = 0 ist; andernfalls heisst es inhomogen.

Beispiel 2.3. Bevor wir die abstraktere Theorie machen, betrachten und lésen wir

das folgende lineare Gleichungssystem mit den spater im Kapitel beschriebenen
Methoden:

2I2 + 21’3 - 4.%‘4 =2
$1+2$2+3$3:5
51‘1 + 8[L‘2 + 13ZE3 + 4!134 = 23.

02 2 —4 o 2
Setze A=1[1 2 3 0|, x= ; und b = | 5 |. Das Gleichungssystem
58 13 4 ;’ 23
4

entspricht dann Ax = b. Wir modifizieren nun die erweiterte Matrix (A | b). Als
erstes vertauschen wir die erste und zweite Gleichung. Unsere Kurznotation fiir
diese durchgefiihrte Operation ist (R; <> Rs), wobei R fiir Reihe/Zeile oder das
englische Wort row steht. Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

ZL’1+2ZE2+3Z‘3:5
2.%'2 -+ 2.1'3 — 4%4 =2
5!131 + 8[[’2 + 13I3 + 4ZE4 = 23.
In der Matrizenschreibweise wird dies durch die folgende erweiterte Matrix wie-

dergegeben, die wir durch das Vertauschen der ersten und zweiten Zeile aus der
Matrix (A | b) erhalten:

12 3 015
0 2 2 —4]2
5 8 13 4 |23

Ersetze nun die 3. Gleichung durch 3. Gleichung minus 5 mal die 1.Gleichung, in
Kurznotation (R3 — R3 — 5R;). Wir erhalten die folgenden Gleichungen bezie-
hungsweise Matrix:

1L'1—|—21'2—|—3$3:5

21’2 + 25(33 — 41’4 =2
—21'2 — 23}'3 + 41‘4 = —2,

1 2 3 015

0 2 2 -4 2
0 -2 -2 4 |-=-2

Ersetze nun die 3. Gleichung durch die 3. Gleichung plus die 2. Gleichung, also
(R3 — R3 + R»); wir erhalten:

$1+21’2+3I3:5
2$2+2$3—4£L‘4:2
0=0,
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1 23 015
0 2 2 —4)2
000 010

Ersetze die 2.Gleichung durch !/2 mal die 2.Gleichung, also (Ry — 1/2R,); wir
erhalten:

$1+2$2—|—3$3:5

132+ZE3—2.%‘4:1

0=0,
123 0|5
011 —2/1
000 010

Zuletzt ziehen wir die 2. Gleichung zweimal von der 1.Gleichung ab, also (R; —

R1—2R2)2
[E1+1{L‘3+4ZL‘4:3
LE2+$3—21}4:1
0=0,
101 413
01 1 =21
000 010

Aus dieser Matrix kann man nun die Losungen des linearen Gleichungssystems
leicht ablesen: Wiéhle X3 = a € K und x4 = 8 € K beliebig, dann ist

r1=3—a—403
ro=1—a+20.

Aquvalent dazu kénnen wir die Losungen des Gleichungssystem durch Vektoren
ausdriicken:

T 3—a—4p 3 —1 —4
| [1-a+28 1 1 9
2| = a “lo| Tl 1 | TP o |

fiir beliebige o, 8 € R. Wir formalisieren im Folgenden, was wir in diesem Beispiel
gemacht haben.

Definition 2.4. Seien A, B € M,,x,(K). Wir sagen Matrix B entsteht aus Matrix
A durch elementare Zeilenumformungen (EZU), wenn wir B aus A durch eine
endliche Folge der folgenden drei Operationen erhalten:

1. Multipliziere eine Zeile mit einer Konstanten A € K \ {0}, also (R; — AR;).

2. Addieren des A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile, fiir ein A\ € K, also
(R = R; + AR;).
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3. Vertausche zwei Zeilen, also (R; <+ R;).

In diesem Fall schreiben wir A — B, gesprochen B entsteht aus A durch elementare
Zeilenumformungen. In obiger Notation steht R; fiir Zeile i.

Analog lassen sich elementare Spaltenumformungen (ESU) definieren. Sie eignen
sich im Gegensatz zu elementaren Zeilenumformungen aber nicht zur Losung von
Gleichungssysteme, da sie die Losungsmenge verédndern.

Bemerkung 2.5. a) Jede elementare Zeilenumformung lésst sich durch eine
weitere elementare Zeilenumformung riickgangig machen. Beispielsweise kon-
nen wir R; — AR; durch R; — A\~ R, riickgingig machen. Hierzu benétigen
wir A # 0.

b) Sei n € N. Die elementaren Zeilenumformungen angewandt auf die Einheits-
matrix [,, ergeben die folgenden Matrizen:

1
J, R ) — Pa(N) = L+ (A~ DB,
1
ii)
1
g, TR 1 A = Pij(\) = I, + \Ej;.
1
iii) Und
1
. 0 ... 1
AREA%]
I, 1 :Qij:[n—i-Eij—i‘Eji_Eii_Ejj'
1 .0
1

Die Matrizen P;;(\) und @;; sind die Elementarmatrizen aus dem vorigen Kapitel.
Sie sind nach Beispiel 1.18 invertierbar.

Lemma 2.6. a) Wendet man eine elementare Zeilenumformung auf eine Matriz
A € Muyym(K) an, so erhdalt man die Matrix PA, wobei P € Gl(n, K)
die Elementarmatriz ist, die man erhdlt, wenn man dieselbe elementare
Zeilenumformung auf I,, anwendet.
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b) Wenn man eine elementare Spaltenumformung auf eine Matriz A € M,y (K)
anwendet, so erhdlt man die Matriz AP, wobei P € Gl(m, K) die Elementar-
matrix ist, die man erhdlt, wenn man dieselbe elementare Spaltenumformung
auf I, anwendet.

Beweis. 1. Sei A € Myym(K), und A € K. Dann gilt

=1,A+ (A= 1)E;A,

was die Matrix ist, welche aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile von A mit
A multipliziert.

2. Es ist

Pi(\A = (I, + \E;;)A

Das ist die Matrix, die aus A entsteht, wenn man A mal Zeile j zu Zeile ¢
addiert.
3. Esist

Qi A = (In — By — Ej; + Eij + Eji) A
=A-— (i—te Zeile von A) — (j—te Zelle) + EZJA + Elea

was gerade die Matrix ist, die aus A entsteht unter Vertauschung der i-ten

und j-ten Zeile.
m

Bemerkung 2.7. Wir schreiben A — B, wenn B aus A durch elementare Zei-
lenumformungen hervorgeht. Die Relation — ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge M, s (K).

Beweis. 1) Die Relation ist reflexiv: A — A durch die leere Folge von elementare
Zeilenumformungen, fiir alle A € M, ., (K).

ii) Die Relation ist zudem symmetrisch, da alle elementare Zeilenumformungen
nach Bemerkung 2.5 invertierbar sind: Sei A — B, fir A, B € M« (K), so
folgt, dass auch B — A gilt.

iii) Sei A - Bund B — C fiir A,B,C € M,,xn(K), dann entsteht C' aus A
durch eine endliche Folge von elementare Zeilenumformungen. Also ist A — C,

und somit ist die Relation transitiv.
O]

Definition 2.8. Eine m x n Matrix E ist in Zeilen-reduzierter Stufenform (ZRF),
falls gilt:

1. Die Nullzeilen von E liegen unterhalb der Zeile mit Eintrdgen ungleich Null.
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2. Jede Zeile, die ungleich Null ist, hat einen fithrenden Eintrag Eins beim Lesen
von links nach rechts.

3. Sind Zeilen ¢ und ¢ 4+ 1 ungleich Null, dann ist der fiihrende Eintrag in Zeile
i + 1 echt weiter rechts als in Zeile i (beispielsweise die Eins steht in Zeile i
an finfter Stelle und in der 7 4 1-ten Zeile an der siebten).

4. Enthalt eine Spalte einen der fithrenden Zeileneintrédgen, dann sind alle
anderen Eintrége in dieser Spalte Null.

Zum Beispiel sind die folgenden Matrizen in Zeilen-reduzierter Stufenform:

0010500 2
0001300 13 0
0000O0T1Q0 6 0 (01)
0000001 4f (] \00)
0000O00O0O0 O
0000O00O0O0 O

Theorem 2.9 (GauB-Elimination). Sei A € M., (K).

a) Dann ldsst sich A durch endlich viele elementare Zeilenumformungen umfor-
men zu einer Matrix E in Zeilen-reduzierter Stufenform. Diese Matriz E ist
eindeutig durch A bestimmd.

b) Es ezistiert eine invertierbare Matriz P € Gl,,,(K) mit P- A = E. Hierbei ist
P ein Produkt von Elementarmatrizen, wobei diese die Elementarmatrizen
sind, die zu den benutzten elementaren Zeilenumformungen gehdren.

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten Aussage, zusammen mit Lemma
2.6. Wir beweisen die erste Aussage durch Induktion nach der Zeilenanzahl m der
gegebenen Matrix A. Ist A = 0 die Nullmatrix, so ist A bereits in Zeilen-reduzierter
Stufenform. Wir nehmen deshalb an, dass A # 0 ist. Fiir den Induktionsanfang
betrachten wir eine Matrix A mit m = 1 Zeilen, also

mit a;; # 0. Mit der Umformung (R; — aflel) erhalten wir:
FE = (O .. 01 % .. *) .

Matrix E ist in Zeilen-reduzierter Stufenform. Jede Matrix in My, (K) lasst sich
also in Zeilen-reduzierte Stufenform bringen.

Wir nehmen an, die Behauptung sei wahr fir alle A € M,,«,,(K), mit beliebigem
n € N. Sei nun m > 2 und sei A € M;,11)xn(K) mit A # 0.

a) Wiabhle j; minimal mit j;-te Spalte von A ist ungleich Null. Dann existiert
ein (unter Umstédnden nicht eindeutiges) 1 < ¢ < m + 1 mit a;;, # 0.
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Wende folgende elementare Zeilenumformungen an: erst (R <> R;), dann
(R — ag;' Ry). Wir erhalten eine Matrix B der Form

0 ... 0 bll blg Ce blt

0O ... 0 b21 * e *
Bl = .

0 ... 0 b(m+1)1 * . *

Hierbei ist b7 = 1.

b) Wende nun die elementaren Zeilenumformungen (R; — R; — b Ry) an, fir
alle 2 < i <m + 1. Wir erhalten eine Matrix By der Form

0O ... 01 b ... b1

0O ... 00 c11 ... Cl(t—l)
By = |. o .

0O ... 00 Cml .- Cm(t—l)

Esist C' = (¢;5) € me(t,l)(K ), so dass wir die Induktionsvoraussetzung auf
die Matrix C' anwenden koénnen.

¢) Nach Induktionsvoraussetzung existieren endlich viele elementare Zeilenum-
formungen, mit denen die Matrix C' zu einer Matrix E; in Zeilen-reduzierter
Stufenform umgeschrieben werden kann. Wende dieselben elementaren Zei-
lenumformungen auf die Matrix By an. Wir erhalten hierdurch eine Matrix
Bj. Seien j, < j3 < ... < j, die Spalten von Bj, die einen fithrenden Eintrag
von FE) enthalten. Addiere passende Vielfache der Zeilen R,,..., R,11 zu
Reihe Ry, so dass die Eintrége in den Spalten jo, ..., j, in der 1.Zeile zu Null
werden. Wir erhalten hierdurch in endlich vielen Schritten eine Matrix £ in
Zeilen-reduzierter Stufenform.

]

Beispiel 2.10. In diesem Beispiel bringen wir eine gegebene Matrix auf Zeilen-
reduzierte Stufenform. Gegeben sei eine Matrix A mit

00220 2
A=12 4 2 6 0 4
3 6 06 1 3
Wir wenden elementare Zeilenumformungs an, um die Matrix auf Zeilen-reduzierte
Stufenform zu bringen:

R, < Rs
2 4 2 6 0 4
002 20 2
36 06 1 3
Ry — %Rl

w O
S O
SN
DN
i)
W DN
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Rg — Rg —3R1

Ry — %RQ
1 2 1 3 0 2
00 1 1 0 1
00 -3 -3 1 -3

Ry — Ry — Rs undR3—>R3+3R2

Gt

Diese Matrix ist in Zeilen-reduzierter Stufenform.

S O N
O = O

2 0
10
01

O = =

Lemma 2.11. Gegeben sind zwei lineare Gleichungssysteme mit erweiterten Ma-
trizen (A|b) und (A'|b"). Gehen diese erweiterten Matrizen durch elementare Zeile-
numformung auseinander hervor, so haben die linearen Gleichungssysteme Ax = b
und A'e = b’ dieselbe Losungsmenge:

{x | Az =b}={x | Axz=10}.

Beweis. Nach Vorraussetzung und Lemma 2.6 existieren Elementarmatrizen Uy, ... Uy €
Gl (K) mit
Ug-...- U (A]b) = (A'|b").

Setze U = Uy, - ... U, dann ist U als Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar,
das heisst, U € Gl,,(K) und

(A'|6) = U(Alb) 2 (U - AU - b).

Damit gilt also A’ = U-A und ¥ = U - b. Ist also Ax = b, so folgt durch
Multiplikation mit U auch UAx = Ub, also A’z = b’. Umgekehrt, ist A'x = b’, so
ist also UAx = Ub. Da U invertierbar ist, multiplizieren wir die Gleichung von
links mit U~! und erhalten Ax = U 'UAx = U~'Ub = b. Also folgt insgesamt

{z| Az =b} ={x | Az =0}
[l

Bemerkung 2.12 (Verfahren zum Losen von linearen Gleichungssystemen). Sei
Axz = b gegeben. Bringe (A|b) auf Zeilen-reduzierter Stufenform (E|d) wobei
E € Myyn(K) und d € M,,51(K). Lose das lineare Gleichungssystem Ex = d.
Dann gilt nach 2.11

{x | Ax = b} = {z | Fx = d}.

Beachte: Ist (E|d) in Zeilen-reduzierter Stufenform dann ist auch E in Zeilen-
reduzierter Stufenform. Angenommen E hat genau [ Zeilen ungleich Null. Wir
unterscheiden zwei Falle:
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1. Ist d¥ = (di,...,d;,1,0,...0), so ist die [ + 1-te Gleichung von Fx = d
gerade
Oxy + 0zy + ...0x, = 1.

Das lineare Gleichungssystem Ax = b hat folglich keine Losungen. Fiir die

Notation der transponierten Matrix d? vergleiche mit Definition 6.1.

2. Ist d = (dy,...,d;,0...,0), dann hat das LGS Ax = b Losungen. Sei [
die Menge der Spaltenindizes j von Spalten, die keine fiihrenden Eintrage
enthalten. Setze z; = a; € K beliebig, fiir alle j € I. Man nennt solche
Variablen x; freie Variablen. Die ersten | Gleichungen bestimmen dann genau
die Losungen von Fx = d eindeutig in den Parametern a; mit j € 1.

Beispiel 2.13. Wir beziehen uns auf Beispiel 2.10.

a) Betrachte das lineare Gleichungssystem

2ZE3 + 2I4 =0
2.1‘1 -+ 4.1'2 + 2%3 + 6%4 =0
3$1 + 6I2 + 6ZL’4 = 1.

Erweiterte Matrix ist

002 20
2 4 2 610
36 0 6]1
Zeilen-reduzierte Stufenform ist
1 20 0
001 1]0
00001
Das Gleichungssystem hat keine Losung.
b) Betrachte
2.%‘3 + 2]34 =0

2£C1 +4$2+21’3+6$4 =0
3ZL’1 +6{L‘2+6{L‘4 =0

Erweiterte Matrix ist

0
2
3

Zeilen-reduzierte Stufenform ist

S = O
O NN
S O N
o O O

1
0
0

S O N
o = O
S =N
o O O
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Wiéhle 9 = o € K und x4 = 8 € K beliebig, damit haben wir

T = —2a — 26
T3 = —6
Also sind die Losungen des linearen Gleichungssystem gerade
T —2 —2
To | 1 0
o Bl I Bl
T4 0 1

mit o und [ beliebig in K.

¢) Finde d € K, so dass das linearen Gleichungssystem

2.Z’3—|—2.T4 = 2
201 + 4xy + 22053+ 624 =4
31’1 +6JZ2+6[L’4 =d

mindestens eine Losung hat.

0 0 2 2|2
Wir bringen die erweiterte Matrix |2 4 2 6 |4 | durch analoge Rechnun-
36 0 6|d

2
gen wie in Beispiel 2.10 auf Zeilen-reduzierter Stufenform [0 0

Das lineare Gleichungssystem hat genau dann mindestens eine Losung, wenn
d = 3 ist. In diesem Fall sind die Losungen wie folgt: Wéhle o = a € K und
x4 = € K beliebig, dann ist

x1:1—2a—2ﬁ
1'3:1—5

Damit hat das lineare Gleichungssystem die Losungsmenge

-2 -2
0
-1
1

1
0 1

L= 1 +a« 0 + 5 la, p € K
0 0

Bemerkung 2.14. a) Theorem 2.9 bestimmt ein Reprasentantensystem fiir

M sn(K) beziiglich der Relation —.

b) Bringt man eine Matrix A in Zeilen-reduzierter Stufenform F, so lohnt es
sich, das Produkt P der Elementarmatrizen direkt mitzuberechnen, um am
Ende die Rechnung durch P - A = E zu iiberpriifen.
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Beispiel 2.15. Sei B = (A|b) wie in Beispiel 2.3. Wir wenden elementare Zeile-
numformungen an auf

02 2 —4 2
(B|lIb)=|12 3 0 5
58 13 4 23

[E—
O O =
O = O
_ o O

Wir wenden Ry <+ Ry und R3 — R3 — 5Ry an, und erhalten:

12 3 0 5|0 1 O
0o 2 2 -4 2|1 0 0
0 -2 -2 4 -2]0 -5 1

Dann wenden wir Ry — R3 + Ry und Ry — /2R, an:

123 0 5/]0 1 0
011 =2 1{Y 0 0
000 O 01 =51
SchlieBllich wenden wir Ry — Ry — 2R, an:
101 4 3/—-1 1 0
011 -2 1Y 0 0
000 O O0Ol1 =51
Wir testen unsere Rechnung durch:
-1 1 0 02 2 —4 2 1 01 4 3
20 0 12 3 0 5]=[011 -2 1
1 -5 1 5 8 13 4 23 000 0 O

Theorem 2.16 (Chrakterisierung invertierbarer Matrizen). Sei A € M, (K). Dann
sind dquivalent:

a) A — I, das heisst, das Gauss Verfahren liefert die Matriz I,,;
b) Matriz A ist Produkt von Elementarmatrizen;

c) Matriz A ist invertierbar;

d) Das lineare Gleichungssystem Ax =0 hat nur die Losung x = 0.

Beweis. (i) Gegeben sei eine Matrix A € M, (K) mit A — I,. Wir zeigen,
dass hieraus die anderen drei Aussagen folgen: Nach Theorem 2.9 existie-
ren Elementarmatrizen Uy,...,U; € M,(K) mit Uy---U, - A = I,. Nach
Bemerkung 2.5 sind die Matrizen U; invertierbar und die Inversen sind wie-
der Elementarmatrizen. Also ist A~' = U;'--- Uy, Also ist A Produkt
von Elementarmatrizen, und A ist invertierbar. Multipliziert man das linea-
re Gleichungssystem Az = 0 von links mit A~!, so folgt, dass das lineare
Gleichungssystem Az = 0 genau eine Losung hat, namlich x = 0.

23



(ii) Gegeben sei eine Matrix A € M,,(K). Wir beweisen d) impliziert a). Bringe
die Matrix A auf Zeilen-reduzierte Stufenform A’ mit r fithrenden Eintragen
in den Spalten 1 < j; < ... < j, <n. Nach Lemma 2.11 haben die linearen
Gleichungssysteme Az = 0 und A’z = 0 die gleiche Losungsmenge. Nach
Voraussetzung d) hat also das lineare Gleichungssystem A’z = 0 nur die
Losung x = 0. Damit existieren keine freiwdahlbaren Variablen beim Losen
dieses linearen Gleichungssystems, siche Bemerkung 2.12. Also ist » = n,
beziehungsweise j; = i, fiir alle 1 < i <mn. Also ist A" = I,,.

O

Bemerkung 2.17. Sei A € M,,(K) und sei B € M, (K) mit AB = I,,. Dann gilt
auch BA = I,.

Beweis. Betrachte das lineare Gleichungssystem Bz = 0 mit Losung z € K”. Dann
ist
r=I,x=(AB)x = A(Bx) =A-0=0.

Also hat das lineare Gleichungssystem Bz = 0 nur die Nulllésung. Mit Theorem 2.16
folgt, dass die Matrix B invertierbar ist, es existiert also eine Matrix C' € M, (K)
mit BC' = I, = C'B. Dann folgt:

A=A-1,=A(BC)=(AB)C =1I,-C =C.

Also ist A invertierbar mit A~ = B. Insbesondere gilt dann auch die Gleichung
B-A=1,. O

Theorem 2.18. Sei A € M, (K).

a) Dann ldsst sich A durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenumfor-
mungen und elementaren Spaltenumformungen auf die Form

1

0

bringen. Hier ist r die Anzahl der Hauptdiagonalelemente gleich Eins und
heifit der Rang der Matriz A. Der Rang einer Matriz ist eindeutig durch die
Matrixz bestimmt.

b) Es existieren invertierbare Matrizen P € M, (K) und @ € M,(K) mit
PAQ = J,.

Beweis. Bringe A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilen-reduzierte Stu-
fenform E. Matrix E habe jetzt fithrende Eintrége in Spalten j; < jo < --- < j,.
Wir addieren nun passende Vielfache der Spalten 7y, ..., j. zu jeweils weiter rechts
stehenden Spalten, so dass alle Eintrdge in diesen Spalten Null werden. Wir ver-
tauschen anschliefend die Spalten mit einer Eins so, dass wir die obige Form
erhalten. ]
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Kapitel 3

Vektorraume

Sei K ein Korper, zum Beispiel K € {Q,R,C,Z,,Z; ... }. Die zentralen Objekte
der Linearen Algebra sind Vektorrdume. Bereits im letzten Kapitel haben wir den
Prototyp eines Vekorraumes kennengelern, den K. In diesem Kapitel geben wir
zahlreiche weitere konkrete und abstrakte Beispiele von Vektorraumen, bevor wir
ihre Struktur in den néachsten Kapitel genauer analysieren.

Definition 3.1. Ein Vektorraum (Vektorraum) tiber K (oder K-Vektorraum) ist
eine Menge V', zusammen mit zwei bindren Operationen

Addition +: V xV =V, (v,w) — v+ w,
Skalare Multiplikation - : K x V =V, (A, v) — A - v,

derart, dass die folgenden Axiome gelten:

V) u+v=v+4+u VYu,velV,
V2) u+ (v4+w)=(u+v)+w Yu,v,weV,
V3) 40y e Vmit Oy +w=w=w+0, YwelV,

)
) u
)
V4) Yo e V:3—v eV mit v + (—v) = Oy,
) Mu+v)=A-u+A-v, VA€ K und Yu,v € V,
V6) A+p)-v=Xv+p-v,VA\pe KundVveV,
)
)

(
(
(
(
(V5
(
(VT) (A-p) v =X (p-v), VA, u € K und Vv € V,
(

V8

ly-v=v,YoeV.

Bemerkung 3.2. a) Elemente aus einem Vektorraum heifien Vektoren. Elemen-
te aus K heiflen in Zusammenhang mit K-Vektorraumen auch Skalare.

b) Die ersten vier Axiome eines Vektorraumes V' sagen, dass (V, +) eine abelsche
Gruppe ist.

¢) Das Element 0y heift Nullvektor. Wie im Grundlagenkapitel gezeigt wurde,
ist der Nullvektor als neutrales Element in der Gruppe (V,+) eindeutig
bestimmt. Genauso ist das additive Inverse —v zu v € V' eindeutig bestimmt.
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d) Statt A -wv schreiben wir oft Av fir alle A € K, v € V. Wir schreiben auch
v — Vg := v + (—wy), fir vy, vy € V.

e) Ein R-Vektorraum heifit auch reeler Vektorraum. Ein C-Vektorraum heif3t
auch komplexer Vektorraum.

Beispiel 3.3.  a) Seien n,m > 1. Dann ist M,,,(K) ein K-Vektorraum mit

i) Addition + gegeben als in Definition 1.4 definierte Matrixaddition,

ii) Skalarmultiplikation - gegeben durch Skalarmultiplikation definiert in
Definition 1.4.

Die Details sind in Lemma 1.6 und Lemma 1.8 ausgearbeitet.

b) Als Spezialfall des ersten Beispiels ist damit die Menge K" := M, 1 (K) ein
K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition

T Y1 1+ Y
T2 Y2 To + Y2
N I o A )

und komponentenweiser Skalarmultiplikation

T )\33'1

i) )\$2
A — 7,

Tn ATy,

mit A\, z;,y; € K fur 1 <i <n. Genauso ist Myxn(K) = {(z1...2,)|x; € K}
ein K-Vektorraum. Dieses Beispiel beinhaltet auch, dass K selber ein K-
Vektorraum ist.

c¢) Die Zeichenebene V' = R? ist ein reeller Vektorraum nach den letzten beiden
Beispielen. Addition und Skalarmultiplikation lassen sich im Koordinatensys-
tem geometrisch veranschaulichen, siche Abbildung 3.1.

Lemma 3.4. Sei V ein K-Vektorraum. Wir bezeichnen das neutrale Element
beztiglich Addition in Korper K, das Nullelement, mit O . Fir beliebige A € K und
veV gilt:

i) A0y = Oy,
i) O - v =0y;
iii) (=A)-v=—(\-v) = MN-v);
w) st X-v =0, dann ist entweder A = Ox oder v = Oy.

Beweis. (Vergleiche die gemachten Aussagen auch mit Bemerkung 1.9.)
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Vo —
(fza 92)

Abbildung 3.1: Addition und Skalarmultiplikation in R2.

)

i) Bsist A- Oy 2 A+ (Op + 0p) "2 A0y + A0y Addiere —() - 0y) von links;

dies ergibt
—(AOv) + A0y = —(A0v) + (AOy + AOy)
Y [—(\0y) + A0y] + A0y
(V4)

=" 0y + A0y
= oy
Es folgt mit (V4), dass 0y = A0y ist.

ii) Mit den Kérperaxiomen folgt: Ok -v = (0x + 0 ) - v (8 Ox - v+ 0x -v. Durch
Einsetzen erhalten wir:

0y "2 —(0k +v) + Ok v = —(Ox +v) + (O v+ O - )

D (0 - v) + 0 - 0] + 0 - v

(Q)OV—FOK'U(‘Q)OK'U

iii) Es gilt Av+A\(—v) ) Av+(—v)) ) A0y 2 Oy. Addiere —(A-v) zur letzten
Gleichung von links, dann erhalten wir durch Einsetzen:

V3)

— () + (A (=) = —(w) +0r B —(w)
Y (“av+ M) + A(=v) = —(\)
0y + M=) = — ()
(V3)

=" A—v) = —)w.
Mit den Korperaxiomen folgt:

A4 (=N -0 A+ (=A) v =0x v 2 0y



Addiere —(\v) von links zur letzten Gleichung. Durch Einsetzen erhalten wir:

— M+ [Av+ (=) 0] = = v+ 0y R
W (A 4+ Av) + (=A)-v=—Nv
W o, + (=A)-v=—-X\v
W (=A)-v=—=)v.

Also gilt:
v = (=A)v = A(—v).

iv) Sei A\ # Ok, das heisst, das Element A\~! existiert. Mit den Kérperaxiomen

folgt:

(V8)

v o= lg-v=AN" A Nl A () d

(V:OT) )\_10\/ — Ov.

]

Beispiel 3.5. Seien V; und Vs zwei K-Vektorraume, definiert ber demselben Korper
K. Die Menge

Vi x Vo= {(v1,v2) | v1 € V1,05 € Va}

ist ein K-Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplikation definiert koordinaten-
weise, also mit (vq,vg) + (w1, we) == (v1 + Wy, Ve + wo) und A(vy, ve) == (Avy, Avg).
Vi x V5 heifit direktes Produkt von Vi und V5.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen der Axiome aus Definition 3.1;
hierbei benutze wir die Vektorraumaxiome von V; und V5.

(V1) Seien vy, v] € Vi und vy, vy € V4. Dann gilt
(v1,v9) + (V], vy) = (v1 + v}, vg + v)),
= (v + v1, 05 + v2),
= (vllv Ué) + (Ub U2>'
(V2) Analog.
(V3) Es gilt (v1,v2) + (0v;,0v,) = (v1 + Oy, v2 + Oyy) = (vy, v2).
(V4) Zu (v1,v2) € Vi x V5 definiere —(vy, vg) = (—v;1, —v3). Dann gilt
(U17 UQ) + (_Ulu _UQ) = (Ul — V1,02 — 1)2) == (OV17 OVQ)'
(V5) Es ist

A ((vi,v2) + (v, %)) = Moy + v, ve + v3),
(A(vr + 1), AMvs + v3)),
(Avy + Av, dvg + Av)),
(Av1, Ava) + (Avg, Avsy),

Avg, v2) + Mvg, vy).

28



(V6),(V7) Analog.
(V8) Da V; und V; Vektorraume sind, gilt (V8) in V; und V5. Also ist

I - (v1,v2) = (1-v1,1-02) = (v1,02).

]

Beispiel 3.6. Sei X eine nicht-leere Menge. Definiere V' := Abb(X, K) als die Men-
ge aller Abbildungen von X nach K. Definiere Addition und Skalarmultiplikation
als die Abbildungen

+:VxV —=Vmnit (f,g)— f+g,
K xV —=Vmit (N f)—= X f,

wobei (f + g)(z) = f(z) + g(x) und (- f)(z) = X f(x), fir alle z € X. Man
sagt: Addition und Skalarmultiplikation sind punktweise definiert. Dann ist die
Menge (V, +, -) ein K-Vektorraum. Der Nullvektor entspricht hier der Nullfunktion,
also der Abbildung Oy mit Oy (z) = O, fir alle x € X. Ferner definiere zu f
die Funktion (—f) : X — K durch (—f)(z) := —f(z). Dann ist —f das additive

Inverse zu f.

Beispiel 3.7. Sei K ein Korper, beispielsweise K € {Q,R,C,Zy,Z3 ...}, n € N.
Der Grad des Polynoms f = ag + a1 + asx? + - - - + a,z" = 3" a;x™ ist definiert
als

deg(f) = max{k € N| a;, # 0},
also als das maximale k£ € N mit ay # 0. Definiere deg(0) = —oo.

a) Wir definieren K,[z] als die Menge aller Polynome in der Variablen z vom
Grad hochstens n mit Koeffizienten in K, also

K,[x] = {a0+a1x+a2x2+~--+anx"] a; € K mit 0 §z’§n}.
Definiere Addition auf K, [z]:
+ ¢ Kofz] X Ky[z] = Ko[s], (p.g) = p+q
Ist

p= Zaixi, q= Zbixi, mit a;,b; € K
- =0

dann definieren wir

p+q:="> (a;+b)z'
i=0
= (ag+bo) + (a; + b1)x + -+ + (a, + by)x".
Definiere Skalarmultiplikation auf K, [x]

- Kylr] x Kplx] — Kyx], (A, p) = A-p

29



Ist p= 3", a;x", definiere

Ap=X-p=> (Aa)z".
i=0
Dann ist (K,[z],+,-) ein K-Vektorraum. Hier ist Og,;) = > O0xa’, das
Nullpolynom. Zu p = 3 a;2° definiere das additive Inverse —p := >>(—a;)x".

b) Sei weiterhin
K[l’] = {pzzail‘i | ne€Na; € K}
i=0
die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K. Fiir p = Y1 a;z’ und
q = Y o bix" sei ohne Einschrankung m < n. Schreibe p = Y1, a;2° mit
a; = 0 fiir ¢ > m. Dann ist p + ¢ definiert wie in a). Analog fir die Ska-
larmultiplikation. Die Menge K[x] ist ein K-Vektorraum. Mit der tiblichen
Multiplikation von Polynomen ist K[z] auch ein Ring. Ein Ring, der gleich-
zeitig eine K-Vektorraumstruktur besitzt, derart, dass Skalare mit allen
Elementen kommutieren, heisst auch eine K-Algebra.

c) Die Menge aller Folgen

V= {(an)n€N| an € K}
mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ist ein K-Vektorraum.

Beispiel 3.8. a) Sei C={a+b-i| a,b € R} mit i = \/—1. Definiere Addition
+:CxC — Cmit (z+yi,a+bi) — (r+a)+ (y+b)i. Definiere Multiplikation
-1 CxC — Cmit (a+bi,z+yi) — (ax —by) + (ay + bx)i. Dann ist (C,+, )
ein Korper.

Beachte: durch das Einschranken der Abbildungen + und - erhalten wir
Addition und Multiplikation reeller Zahlen:

Fioe RXR =R, (a,2) = (a+z)+0-14,
RxR—=R, (a,z2)—(ax—0)+(a-0+0-2)- 1.

——

=ax =0

Irxr

Damit ist also R abgeschlolen beziiglich 4+ und - von C. Man nennt R einen
Teilkorper von C.

b) Sei K ein Korper und K’ C K eine Teilmenge, so dass K’ mit Einschrankung
der Verknupfungen + und - von K auf K’ selbst auch ein Korper ist. Dann
heifit K’ ein Teilkorper von K, beziehungsweise K heisst auch ein Erweite-
rungskorper von K'. In dieser Situation ist dann K ein K’-Vektorraum, wobei
+: K x K — K der Korperaddition und - : K’ x K — K der Kérpermulti-
plikation eingeschrankt auf die Teilmenge K’ x K C K x K entspricht. Es
ist also C ein R-Vektorraum, C ein Q-Vektorraum beziehungsweise R ein
Q-Vektorraum. Beispiel 1.21 zeigt auch, dass F, ein Fy-Vektorraum ist, mit
F, ={0,1}.
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Beispiel 3.9. a) Sei (V,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element Oy

und v + v = 0, fir alle v € V. Dann ist V' ein Z,-Vektorraum.

Beweis. Definiere eine Skalarmultiplikation auf V' durch Zy, x V' — V mit

(A, v) = X\ - v, wobei

Oy falls A =0,
AU = _
v falls A =1

i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe, also gelten (V1) bis (V4).
ii) Nach Definition gilt

+ Oy
G'U:OV
U'UZO‘/.

Damit folgt 0 - (u + v) = Ou + Ov, fur alle u,v € V. Also gilt (V5).

iii) Far v € V gilt:

0+0)- v 2200 2 0, E oy +0, 200400
0+1)-v=1T-v=v=0+v=0-v+1-v
(I140)-v=1T-v=v=v4+0y=1-v+0-v
(I141)-v=0v=0=v+v=1-v+1-v

Also gilt (V6).
iv) (V7) sei dem Leser als Ubungsaufgabe tiberlassen.
v) (V8) gilt nach Definition.

[]

b) Sei X eine nicht-leere Menge und M := P(X) die Potenzmenge von X, also
die Menge aller Teilmengen von X. Definiere fiir S,7 C X (also S,T € M)

die Addition +: M x M — M mit
(S, T)—=S+T =SuUD)\(SNT)={zeSUT|x¢ SNT}

Wir nennen (SUT)\ (SNT) auch symmetrische Differenz der Mengen S

und 7. Fiir eine graphische Veranschaulichung, siche Abbildung 3.2.

Dann gilt S+T =T+ S5,da SUT =TUS und SNT =TNS. Aulerdem ist

S+S=(SuUS)H\(SNS)=5\5=0

und

S+0=ESuUN\(SNP)=5\0=3S5.

Also ist () das neutrale Element der Addition. Man kann am einfachsten
graphisch — auch wenn das kein formal sauberer Beweis ist — zeigen, dass
die Verkniipfung + assoziativ ist. Also (S+T)+U =S+ (T + U), fur alle

S, T, U € M.

Damit ist (M, +) eine abelsche Gruppe mit S + S = 0y, = 0, fiir alle S € M.

D.h. M ist ein Zs-Vektorraum nach a).
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S T

Abbildung 3.2: Skizze der symmetrischen Differenz.

Definition 3.10. a) Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Menge W C V/
heifit Unterraum (oder Teilraum) von V, falls W mit Einschrankung der
Addition und Skalarmultiplikation von V ein K-Vektorraum ist.

b) Wir fordern in a), dass W abgeschlossen ist beztiglich Addition und Skalar-
multiplikation von V', d.h.

r+yeW Ve,yeW,
AxeW Ve K, Veel.

Wir schreiben W < V', gesprochen ,, W ist ein Unterraum von V.

Lemma 3.11 (Unterraumkriterium). Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge
W CV ist ein Unterraum von V genau dann, wenn

Z) Oy e W,
it) x+y €W fir alle x,y € W,
i) N-x € W fir alle N € K und x € W.

Beweis.  a) Sei W ein Unterraum von V. Dann gelten ii) und iii) nach Definition
3.10. Nach Definition 3.10 gilt W # (. Sei w € W, dann folgt nach iii), dass
(—1)-we W. Da

w+ (—Hw=1-w+(-1) - w=(14(=1)w =0k - w = Oy,
ist nach ii) der Nullvektor Oy in W.

b) Angenommen i) bis iii) gelten. Nach i) gilt W # () und nach ii) und iii), dass
W abgeschlossen beziiglich 4+ und - ist. Wir priifen ob die Vektorraumaxiome
(V1) bis (V8) gelten:

e V ist ein Vektorraum, das heifit (V1) gilt in V. Da W D V gilt auch
(V1) in W. Analog folgen auch (V2) und (V5) bis (V8).

e Nach i) gilt: Oy € W. Da V ein Vektorraum ist, gilt (V3) in V, das
heisst, v + 0y = v =0y 4+ v fir allev € V. Da W C V, folgt w + 0y =
w = Oy + w fir alle w € W. Da der Nullvektor eines Vektorraumes
eindeutig bestimmt ist, siche Bemerkung 3.2, folgt Oy = Oy.
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e Seiw € W. Da V ein Vektorraum ist, gilt (V4) in V. Zuw e W CV
existiert ein —w € V mit w+ (—w) = 0y. Nach iii) gilt —w = (—1)-w €
W. Also existiert zu w € W ein —w € W mit w + (—w) = 0y. Also gilt
(V4) in W.

]

Lemma 3.12 (Unterraumkriterium). Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge
) £ W CV ist ein Unterraum von V genau dann, wenn fir alle o, f € K und
x,y €W gilt ax + fw € W.

Beweis: Ubung.
Beispiel 3.13. Wir geben verschiedene Beispiele von Untervektorraumen.

1. Sei V ein K-Vektorraum. Es gilt {0y} <V und V < V. Ein Unterraum W
von V heiit echter Unterraum, falls W # V gilt. Ein Unterraum W heifit
nicht-trivialer Unterraum von V, falls W # {0y }.

2. Sei V = R2. Dann ist V ein R-Vektorraum. Jede Gerade durch den Nullpunkt
(0,0) des Koordinatensystems ist ein Unterraum von V.

Beweis. Sei L eine Gerade durch den Ursprung. Dann lasst L sich schreiben
als L = {\ (Z) A € R}, fur ein (Z) # (8) . Wir tiberpriifen die drei

Bedingungen in Lemma 3.11:

i) Es gilt (8) =0 (Z) €L

ii) Seien z,y € L. Dann existieren A\, € R mit x = A (Z) und y = p (Z)

Somit ist z +y = A Z +pu <Z> =(A+p) (Z) Da R abgeschloen ist

beziiglich Addition, gilt A + ¢ € R und somit x +y € L.

a

b
Ben ist beziiglich Multiplikation, gilt aA € R. Somit ist

a-xza(A(Z)) — () <Z> €L

Nach Lemma 3.11 ist L ein Unterraum von R2. Il

iii) Sei x € L, o € R. Dann existiert A € R mit z = A . Da R abgeschlo-

3. Sei V = R3. Jede Gerade durch den Ursprung 0y = (0,0,0)7 des Koordinaten-
systems ist ein Unterraum von V. Jede Ebene, die den Koordinatenursprung
enthélt, ist ein Unterraum von V.
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4. Sei V.= My(K) und sei W die Menge der oberen Dreiecksmatrizen mit

Eintragen in K:
a b
{6

Dann ist W ein Unterraum von V. Analog gilt dies natiirlich auch fiir die
Teilmenge der oberen Dreiecksmatrizen in M, (K), oder fir die strikten oberen
Dreiecksmatrizen, bei denen alle Eintrage auf der Diagonalen (also a = ¢ =0
in der Notation oben fir n = 2) ebenfalls Null sind.

a,b,cGK}.

5. Die Menge V' =ADbb(R,R) ist ein R-Vektorraum nach Beispiel 3.6. Sei
U= {f € V| fist differenzierbar}. Mit Hilfe der Ableitungsregeln aus
der Analysis folgt: U < V ist ein Unterraum.

Beispiel 3.14. Klassifikation der Unterrdume von R2.

a) Sein (a,b) # (0,0) und (c,d) # (0,0) Vektoren in R? welche nicht auf
derselben Geraden durch (0, 0) liegen. Wir behaupten

i) ad — be # 0;

ii) jedes (uj,uy) € R? ldsst sich schreiben als

w\ _, fa (e
(o) =2 () o0
fir (eindeutige) A1, A2 € R.

Beweis. i) Angenommen ad — bc = 0, d.h. ad = be.

- Ist b # 0, so folgt
c\ _dfa
d] b \b)’

das heisst, die Vektoren liegen auf derselben Gerade. Dies steht im
Widerspruch zur Vorraussetzung. Es folgt also b = 0.

- Ist a # 0, so folgt
c\ _¢(a
d)]  a\b)’

Dies steht wieder im Widerspruch zur Vorraussetzung. Es folgt also
a = 0.

Also folgt (a,b) = (0,0), was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Also ist die Annahme ad — bec = 0 falsch, dass heifit ad — be # 0.

i) Sei (u1,uz) € R% Wir suchen A\; und Xy € R mit

(o) =)= (0)

das heisst, wir miissen das folgende lineare Gleichungssystem 1osen:

Ll ()= ():
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Wir benutzen ad — be # 0. Es gilt
1 d —c\fa c\ (10
ad—bc\=b a ) \b d) \0 1)°
1 d —c 10
A'ad—bc<—b a)‘(@ 1)'

1 d -—c
R ——— .
ad — be (—b a )

Da A <A1> = <u1> und A invertierbar, folgt also

Genauso gilt

Das heif3t

Also existieren A\, Ay € R, sodass
u) ., (a e
() - () =)

b) Behauptung: Sei W < R? ein Unterraum von R?. Dann gilt
i) W = {02} oder
ii) W =R? oder
iii) W ist eine Gerade durch (0,0) € R2.
Beweis. Wir schreiben hier salopperweise statt Z auch (a,b). Sei W #

{Og2} und W < R?. Dann gibt es ein Vektor (a,b) € W mit (a,b) # (0,0).
Sei L = {\(a,b) | A € R} die Gerade durch (0,0) und (a,b). Da W < R?
und (a,b) € W, folgt L C W. Angenommen es sei L # W. Dann gibe es ein
(0,0) # (¢,d) € W\ L. Dann liegen (a, b) und (c,d) in W aber nicht auf der
selben Geraden durch den Ursprung (0,0). Also

a c
e
Mit a)ii) folgt W = R2. O

Ist W < R?® Unterraum, so gilt: W = {0y} oder W ist eine Gerade durch den
Koordinatenursprung 0y oder W ist eine Ebene durch 0y, oder W = R3,
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Beispiel 3.15. Sei V = K™. Sei A = M,,«,(K). Dann ist
Ly={zxe K"|Ar =0y},

die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0, ein Unter-
raum von V.

Beweis. i) Es gilt A-0y = 0y. Also Oy € L4.
ii) Seien z,y € Ly. Dann ist Az = 0 und Ay = 0. Es gilt
Alz+y)=Ar+Ay=0+0=0,
also ist x +y € La.

iii) Seiz € Ly und A € K. Dann ist A(Azx) = A(Az) =X-0=0. Also Az € L4.
Nach Lemma 3.11 folgt, L4 ist ein Unterraum von K". O

Beispiel 3.16. Sei V' ein K-Vektorraum mit den Unterrdumen U; und Us. Dann
ist

a) UyNUy={u|uelU und u € Uy}
b) Uy + Uy = {us + ug | uy € Uy, ug € U}
jeweils ein Unterraum von V.
Beweis. a) i) DaU; <V und Uy <V, ist Oy € Uy und Oy € Us. somit ist

auch 0y € U; N Us.

ii) Seixz,y € UyNUs,, dann ist x € U; und x € Uy, sowie y € Uy und y € Us.
Da U; und U, unterrdume sind, ist x +y € U; und = + y € U,, also
T + y e U1 N UQ.

iii) Seix € Uy NUy und A € K. Dann ist = € Uy und x € Us. Da die beiden
Unterraume abgeschlossen beziiglich der skalaren Multiplikation sind,
ist auch Ax € Uy, Uy und somit ist auch Az € U; N Us.

Mit Lemma 3.11 folgt: Uy NU; < V.

b) i) Da Oy € U; und Oy € Us folgt Oy + 0y "2 0y € Uy + Us.

ii) Sei x,y € Uy + Us. Die Definition von U + Us besagt, dass Jz; € Uy und
o € Uy mit x = x1+x9, sowie y; € Uy und yo € Us mit y = y; +yo. Dann
ist x1+y; € Uy und zo+ys € Us, weil Uy und U, abgeschlossen beziiglich
der Addition sind. Damit ist 2 +y = (21 +41) + (x2 + y2) € Uy + Us, da
die Addition in V kommutativ und assoziativ ist.

iii) Seien z € U;+ Uy und A € K. Dann gibt es ein z; € Uy und x5 € Uy mit
x = x1 + x9. Da U; und U, abgeschlossen beztiglich - sind, gilt A\z; € Uy
und Axy € Us. Somit ist Az = Axy + Axe € Uy + Us.

Mit Lemma 3.11 folgt: Uy NU; < V.
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Beispiel 3.17. Die Vereinigung zweier Vektorrdume ist im Allgemeinen kein
Vektorraum. Betrachte beispielsweise V' = R? mit den beiden Unterrdumen

W1:{<g>|xeR}
W2:{<2>|y€R}.

Dann entspricht W7 U W5 genau den Achsen des kartesischen Koordinatensystems.
Es ist W7 U W5 kein Vektorraum, weil z.B.

)+ emens

Beispiel 3.18. Sei V' ein K-Vektorraum, v € V. Dann ist
K -v:=Span{v} = (v) ={ v | A€ K}

ein Unterraum von V.

Beweis. i) Da Ox v 2 Oy, ist Oy € Span{v}.

ii) Seien x,y € Span{v}. Dann gibt es A, u € K, mit 2 = Av und y = \v. Damit
folgt t4+y = A+ pv = (A+p)v € Span{v}, da K abgeschlossen ist beztiglich
Addition.

iii) Sei x € Span{v} und o € K. Dann gibt es ein A € K mit x = Av. Damit
gilt ax = a(lv) = (aX)v € Span{v}, da K abgeschlossen ist beziiglich
Multiplikation.

Mit Lemma 3.11 folgt: K -v < V. O]
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Kapitel 4

Linearkombinationen

Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. In diesem Kapitel definieren wir
Linearkombinationen von Vektoren und, darauf aufbauend, zwei fundamentalen
Konzepte: das Erzeugnis einer Menge von Vektoren und die lineare Unabhéngigkeit
einer Menge von Vektoren. Mit diesen neuen Konzepten, lassen sich Vektorraume
genauer beschreiben.

Definition 4.1. Sei S C V.

a) Eine Linearkombination von S ist ein Vektor der Form v = Ajvy + -+ - + A\,
fir n € Nund vq,...,v, € Sund A\q,..., A\, € K. Man nennt v = > | \v;
auch Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, mit Koeffizienten \q,..., \,.

b) Falls S # (), definiere die Menge Span(S) = (S) als die Menge aller Linear-
kombinationen von endlich vielen Elementen von S:

Span(S) ={v eV |IneN,vy,...,v, €S, A1,..., A\, € K mitv=>_ N\u}.

i=1

Wir definieren Span()) = 0y. Die Menge Span(S) heifit Erzeugnis von S. Ist
S = {vy,...,v,}, schreibe wir auch

(S) = (v1,...,v,) = Span{ovy,...,v,}.

Um den zugrundeliegenden Korper K in einem zu bildenden Erzeugnis einer
Menge S anzudeuten, benutzt man auch die Notation

K — Span(S) = Spang(S) = (S) k.
c) S heiit Erzeugendensystem von V', falls Span(S) = V ist. Wir sagen in diesem
Fall auch, die Menge S erzeugt den Vektorraum V.
Lemma 4.2. Sei S CV eine Teilmenge von Vektoren eines Vektorraums V.
a) Es ist Span(S) <V Unterraum mit S C Span(S).

b) Ist U <V Unterraum mit S C U, so folgt Span(S) C U. Insbesondere ist
also Span(S) der kleinste Unterraum von V', der S enthdlt.
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Beweis. a) i) Ist S = 0, so gilt Span(S) = {0y}, also 0y € Span(S). Sei
S # (), dann existiert v € S. Nach Lemma 3.4 gilt Ox - v = Oy. Da Og - v
eine Linearkombination von S ist, gilt 0y € Span(.S).

ii) Seien v,v’ € Span(S) und A € K. Da v und v’ endliche Linearkombina-
tionen von Elementen aus .S sind, sind v+’ und A-v auch endliche Linea-
rekombinationen von Elementen aus S. Damit gilt v + v', \v € Span(S5).
Mit Lemma 3.11 folgt: Span(S) < V.

iii) Sei v € S. Da 1-v = v, ist v eine Linearkombination von S. Also gilt

S C Span(S5).

b) Sei U <V ein Unterraum mit S C U. Da U abgeschloflen beziiglich + und
-und S C U, gilt Span(S) C U. Nach a) ist S C Span(S) < V Unterraum.
Also ist Span(.S) der kleinste Unterraum von V', der S enthélt.

[

Bemerkung 4.3. a) Ist S C V ein Unterraum, so folgt Span(S) = S.

Beweis. 1) Nach 4.2 ist S C Span(S5).

ii) Da S ein Vektorraum ist, ist S abgeschlofilen beziiglich Addition und
Skalarmultiplikation. Also Span(S) C S.

Also gilt S = Span(5). O

b) Ist S = {vy,...,v,}, so ist Span(S) = {>X, \iv; | \s € K} = Kvg + -+ - +
Ku,.

Beweis. Nach 3.18 gilt Kv; ist ein Unterraum von V. Also auch Kvy +--- +
Kv, <V nach 3.16 mit S C Y Kv;. Nach 4.2 folgt: Span(S) C > Kv;. Da
v; € S fir alle ¢, gilt auch > Kv; C Span(5). n

Beispiel 4.4.  a) Sei V = R2. Nach 3.14 gilt: Sind (‘g) £ <8> und (2) £ (8)
Vektoren in R? welche nicht auf derselben Geraden durch den Nullpunkt

liegen, dann 148t sich jeder Vektor (Zl> € R? schreiben als
2

(o) =)o)

mit A\, Ay € R. Es ist also R? = Span (Z) , (2) } Beispielsweise ist



Es gibt also viele verschiedene Erzeugendensysteme fiir R2.

b) Seien a,b € R. Dann ist

Span{(Z)}:{A (Z) |/\€R}7AR2.

Ein Vektor des R? erzeugt also niemals V = R2.

c) Seien vy,...,v, Vektoren in R? derart, dass v; # 0 und vy # 0 nicht auf
derselben Geraden durch den Ursprung liegen. Dann gilt

R? 2 Span{vy,vs} C Span{vy,vs, ..., v,} C R%
Also gilt Span{vy,...,v,} = R
Beispiel 4.5. a) Sei V = M,(R). Behauptung: Sy := {E1, Fi2, Fo1, Eao} er-

zeugt V.

Beweis. Sei A = <a b), dann ist
c d

A=a-Ey+b-FEip+c-Ey+d- Egp.

Jedes A € V 1aB3t sich also als Linearkombination von S; schreiben. Damit

gilt Span(S;) = V. O

Allgemeiner: fir n,m € Nist M, y,,(R) = Span{E;; | 1 <i<mn, 1 <j <m},
denn A = Ez Zj aijEZ-j fur A = (Clij) € Mnxm(R>

b) Wir zeigen, dass die Menge Sy = { <(1) (1)> , (tl) é) , G 8) , (? _11> }

den Vektorraum V = M(R) erzeugt, also Span(Sy) = V' gilt.

Beweis. ,0%: Nach Definition gilt Span(Sz) C V.

b
d

O O A () R (R R G

fir o, 8,7,0 € R. Dann entspricht dies einem linearen Gleichungssystem
mit erweiterter Matrix

,C“ Sei A = (Z ) € V ein beliebiges Element. Angenommen wir haben

1 01 0 ]a
1 00 —-1|d
01 0 1b
011 1 |c
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Die Zeilen-reduzierte Stufenform dieser Matrix ist dann (siehe 2.9 )

1000 a+b—c
01 00| c+d—a
0010 c—b
000 1ljla+b—c—d

Das lineare Gleichungssystem hat also eine (eindeutige) Losung. Wéhle

a=a+b—c,
b=c+d—a,
’Y:C—b,

d=a+b—c—d.

Dann folgt

o el e (6 A) - ()

Also gilt Span(Sy) = V.

Beispiel 4.6. a) Sei V =R, [z] ={ay+amz+ -+ a,2" |a; €R, 0 <i<n}.
Dann gilt

V = Span{l,z,2* ... 2"}
= Span{l,1+az,1+x+2% .. 14+z+ - +2"}

Beweis. Seien q; € R fur 0 <1 < n.

i) Vektor agl+ax+- - +a,z" ist Linearkombination von {1, z, 22, ..., 2"}.
Also ist f Span{1,x,2?, ..., 2"} = R, [z].

ii) Sei f =apl+a1x+---+a,2” € R,[z]. Dann f =a,(1+x+---+2")+
(a1 —a,)1+x+-+2" N+ (ap2—a, 1) (I+z+ - +2" )+ +
(ap—aq)-1. Also ist Span{1, 1+xz, 1+z+2? ..., 1+z+ - -+2"} = R,[x].

]

b) Sei S = {f, g} C Ry[z] mit f =1+ 2z + 2? und g = 2 + 2%. Die Menge S
erzeugt Ro[z] nicht.

Beweis. Sei h € Ry[z] mit h(z) = 1, fur alle z € R. Es ist

| f(2) | g(2)
r=0 1 2
z=1 4 3
r=-—1 0 3



Angenommen es existiert A\, € R mit h = X - f + p - g; dann ist
1= Af(z) +pg(z), VreR.
Insbesondere gilt dann

r=0: 1=X-14p-2,
=1: 1=X-44u-3,
r=—1: 1=X-0+p-3.
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt p = 1/3 und A = 0. Eingesetzt in

die erste Gleichung erhalten wir den Widerspruch 1 =0+ 2 - % = % Es gibt
also keine A\, u € Rmit h = A- f+ u- g, und es folgt, Span{ f, g} # Ro[z]. O

Definition 4.7. Sei S C V. Die Menge S heif3t linear abhdingig, falls es (endlich viele
paarweise verschiedene Vektoren) vy, ..., v, € S gibt und Skalare A,...,\, € K,
die nicht alle Null sind, so dass

AU+ -+ A, = Oy

Andernfalls heifit S linear unabhdngig. Die Menge S ist also linear unabhéngig,
falls, wenn immer vq,...,v, € S paarweise verschieden sind und Ay,...,\, € K
existieren mit A\jv; + - - - + A\,v, = Oy, dann folgt A\ = Ay =--- =\, =0.

Bemerkung 4.8. Sei S = {0y, vy, v9,...,0,} €V (bezichungsweise allgemeiner
Oy € S beliebig), dann ist S linear abhangig. Wéhle A\; = Ay =--- =\, = 0 und
Ao = 1, dann ist

)\00\/ + )\11)1 + -+ /\nvn = Ov,

Beispiel 4.9. a) Seien (Z) + <8> und (2) # 8) Vektoren in R? welche

nicht auf derselben Geraden durch den Nullpunkt liegen. Wir behaupten,

dass die Menge S = { (Z) , (;) } € R? linear unabhingig ist.

Beweis. Seien A1, Ay € R mit

8 00)=0)

Angenommen \; # 0, dann ist

(i) =)

Also liegen (Z) und (;) auf derselben Geraden durch (O

O)’ was ein Wider-

spruch zu unserer Annahme ist. Es folgt \; = 0, und damit A, (ccl) = (8)

Da <2> # (8), folgt A\ = A1 = 0. Also ist S linear unabhéngig. O
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g e { (1), (2) ) ot { (1), ()} ot { 1), (1)} o

jeweils linear unabhingige Teilmengen von R2.

b) Seien (Z) und (2) in R2, beide ungleich Null, auf derselben Gerade durch

den Ursprung. Dann existiert A € R mit

Also ist
a c 0
() =0 (3) - o)
. a c C N
das heisst, { ( b) , < d) } sind linear abhangig.

Beispiel 4.10. Sei VV = R3.

)0

Wahle A\; =1 = Ay und A3 = —1, dann ist

a) Sei

)\11}1 + )\21)2 + )\31}3 = 0.

Also ist {v1, v2,v3} linear abhéngig.

[3) ) ()

Angenommen A\v; + Aovs + Azvs = 0, dann ist

b) Sei

AL+ A2+ A3 =0,
20 + 4N 4+ 83 =0,
—>\1+)\2—)\3:O.

R1+R3:>)\2:O,
R2—2R1:>)\3:O,
=\ = 0.

Also ist {v1, v2,v3} linear unabhéngig.
Beispiel 4.11. Sei VV = R?. Analog zum Beispiel 3.14 und 4.9 gilt:

i) Zwei Vektoren {v,v9} sind linear unabhéngig genau dann, wenn sie nicht
auf derselben Geraden durch 0y liegen.

43



ii) Drei Vektoren {v;, vs,v3} sind linear unabhéngig genau dann, wenn sie nicht
auf derselben Ebene durch 0y liegen.

iii) Vier oder mehr Vektoren in R? sind immer linear abhéingig.

Beispiel 4.12. Sei V= Abb(R,R). Sei S = {f, g, h} mit

Angenommen \; f + Xag + Ash = 0 fiir A;, Ao, A3 € R. D.h. X2 + \ox? + A3z = 0,
fir alle x € R. Wahle x = 0, dann gilt A\; = 0. Fiir x = 1 bzw. £ = —1 bekommen
wir

)\2 + )\3 :O’
Ay — A3 =0.

Es folgt Ao = 0 = A3. Also ist S linear unabhéngig.
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Kapitel 5

Basen von Vektorraumen

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. In diesem Kapitel fiihren wir soge-
nannte Basen von Vektorrdumen ein. Hierzu wiederholen wir zunachst die wichtige
Definition der linearen Unabhéangigkeit von Vektoren. Konkrete Beispiele hierzu
haben wir bereits im letzten Kapitel behandelt, und ihr Verstandnis ist wichtig,
um nun die Theorie weiter zu entwickeln.

Definition 5.1. S C V heif3t linear unabhdngig, falls wenn immer A\jv; + --- +
AU, =0firn e N, A\,....\, € K und vq,...,v, € S, dann folgt \; = --- =
A = 0. Anderenfalls heifit S linear abhdngig.

Bemerkung 5.2. a) () ist linear unabhéngig. Eine Menge S, die den Nullvektor
Oy enthalt ist linear abhéngig.

b) Ist S C V linear unabhéngig, dann ist auch jede Teilmenge von S wiederum
linear unabhéangig.

c) Ist S C V linear abhingig, dann ist auch jede Menge 7' mit S C T C V
linear abhéngig.

d) Ist S linear unabhéngig in einem Teilraum W < V| dann ist auch S linear
unabhéngig in V.

Lemma 5.3. a) Seien {vy,...,v,} C V linear unabhdingig, und sei v € V.
Dann gilt:
i) {v1,...,vn,v} ist linear unabhdngig genau dann, wenn v & Span{vy, ..., v,}.
it) {v1,...,vn, v} ist linear abhdingig genau dann, wenn v € Span{vy, ..., v,}.
b) {vi,...,v,} CV ist linear abhingig genau dann, wenn es ein 1 < i <n gibt
mit v; € Span{vy, ..., Vi 1, Vi1, .-, Un}-

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die anderen beiden Aussagen sind
lediglich Umformulierungen der ersten Aussage.

,<=“ 1 Sei v € Span{vy,...,v,}, dann existiert \; € K mit v = Y- \;v;. Also
0="> v+ (=1,
i=1

wobei der Koeffizient von v ungleich Null ist. Nach Definition 5.1 ist die
Menge {vy,...,v,,v} linear abhéngig.
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»=“ :Sei{vy,...,v,, v} linear abhdngig. Aus Definition 5.1 folgt: existieren A\;, A €
K, nicht alle Null, mit

AMv+ -+ Ao, + v = 0.

Angenommen A = 0. Dann ist

=1

Da {vy,...,v,} linear unabhéngig, folgt A\; = --- = X\, = 0 = A, ein Wider-
spruch zu Voraussetzung. Also ist A\ # 0. Damit ist

AU = Z —>\Z"UZ‘
=1

=V = Z —>\i>\71UZ'

i=1
= v € Span{vy,...,v,}.

Bemerkung: Lemma 5.3 gilt auch fiir unendlichen Mengen S C V.

Theorem 5.4. Sei {0} # V ein K-Vektorraum. Sei S = {vy,...,v,} C V. Es
sind dquivalent:

1) S ist mazimal (=unverlingerbar) linear unabhdngig in V.
2) S ist ein minimales (=unverkirzbares) Erzeugendensystem von V.
3) S ist ein linear unabhdangiges Erzeugendensystem von V.

4) S ist ein Erzeugendensystem von V, aus dem sich jedes v € V eindeutig
linear kombinieren ldfst.

Beweis. Wie zeigen 1) = 4) = 3) = 2) = 1).

1)=4) i) SeiS = {vy,...,v,} maximal linear unabhéngig. Dann ist {vy,...,v,, v}
linear abhéngig fir alle v € V. Also v € Span{vy,...,v,}, fur alle
v € V. Daraus folgt V < Span{vy,...,v,} < V, und damit V =
Span{vy,...,v,}.
ii) Angenommen v € V mit Y \v; = v = ¥ v, fur Ay, p; € K. Dann
ist 0 = > (\; — p;)v;. Da die Vektoren {vy,...,v,,v} linear unabhangig
sind, folgt \; — p; = 0, fiir alle 7. Also \; = p; fur alle 1 < i < n.

4) = 3) Angenommen 0 = Y- \;v; mit \; € K. Es gilt aber auch die Darstellung
0 = >0 - v; daher folgt nach Voraussetzung 4): A\; = 0 fiir alle 7. Also ist
S = {vy,...,v,} linear unabhéngig.
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3) = 2)

2)=1)

Nach Voraussetzung ist S ein Erzeugendensystem von V. Angenommen S ist
kein minimales Erzeugendensystem von V', dann existiert ein Vektor in S, der
nicht nétig ist, um V' zu erzeugen. Ohne Einschrankung sei dies v,,. Dann ist
V = Span{vy,...,v, 1} und v, € Span{vy,...,v,_1}. Nach Lemma 5.3 folgt,
dass S = {v1,...,0,_1,0,} linear abhéngig ist. Dies ist aber im Widerspruch
zur Voraussetzung, also ist S ein minimales Erzeugendensystem.

i) Nach Voraussetzung ist S ein minimales Erzeugendensystem von V.
Angenommen S ist linear abhéngig, dann existiert nach Lemma 5.3
ein k € K mit vy, = Span{vy, ...,V 1,Vk41,.--,0s} = SpanS \ {vg}.
Dann ist Span(S) = Span(S \ {vg}). Damit ist S nicht ein kleinstes
Erzeugendensystem, was nach Voraussetzung nicht sein kann. Demnach
muss S linear unabhéngig sein.

ii) Angenommen S ist linear unabhéngig, aber nicht maximal linear unab-
héngig. Dann existiert ein Vektor v € V' so, dass SU{v} linear unabhén-
gig ist. Nach Lemma 5.3 gilt v ¢ Span S. Damit ist aber V' # Span S,
was ein Widerspruch zur Voraussetzung darstellt. Also ist S maximal
linear unabhéangig.

]

Definition 5.5. Sei V ein K Vektorraum

a)

b)

Eine Teilmenge B C V heifit eine Basis von V, falls

i) B linear unabhéngig,
ii) Span B = V.

Eine Basis ist also ein linear unabhangiges Erzeugendensystem, und damit
ebenfalls durch die dquivalenten Aussagen in Theorem 5.4 charakterisiert.

Sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V. Der Spaltenvektor (\j,...,\,)T €
K", der durch v = Y \;u; nach Theorem 5.4 eindeutig definiert ist, heifit
Koordinatenvektor von v € V' bezgliglich der Basis B. Fiir die Definition des
Vektors (A1, ..., \,)7T, siehe Definition 6.1.

Beispiel 5.6. 1) V = {0y} hat die Basis 0.

2)

V = K" hat die Basis £ = {ej,...,e,}, wobei ¢; definiert ist als Vektor
mit allen Eintragen Null, ausser einer Eins an der i-ten Stelle. Dann gilt fir
einen beliebigen Vektor x = (z,... ,xn)T die Gleichung x = " x;e;, also ist
€ Span &. Die Menge £ ist linear unabhangig. Man nennt £ Standardbasis
von K".

Ein Vektorraum kann verschiedene Basen haben. Zum Beispiel V = R? hat
Basis {(a,b)T, (c,d)T}, fiir beliebige Vektoren 0y # (a,b)” und Oy # (c,d)”
in R?, die nicht auf derselben Geraden durch Oy liegen.

Zum Beispiel ist die Menge {vy, vo, v3} mit vy = (1, 1) vy(1,2),v3 = (2,1)T €
R? keine Basis von R?, wiahrend {vi, v2}, {v1,v3} und {ve, v3} drei mogliche
Basen von R? sind.
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4) a) My,x,(K) hat Basis

Man nennt € Standardbasis von M,y (K).
b) Sei V = My(R). Dann ist

o= (000 )

nach Beispiel 4.5 ein Erzeugendensystem von V. Der Leser kann leicht
nachpriifen, dass diese Menge von Vektoren auch linear unabhéngig ist.

. 1 2 .
c) Seiwv = <0 2). Dann ist

v:3-<(1) (1)>+1-<(1) (1)>+(—2)G 8>+1-<(1) _11>

3
Der Koordinatenvektor von v ist also 9
1

5) C als R-Vektorraum hat die Basis {1,}.

Definition 5.7. Ein K-Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche
Teilmenge S C V' gibt mit V' = Span(.S).

Theorem 5.8 (Basisauswahlsatz). Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum hat eine
(endliche) Basis. Genauer: Ist V = Span(S) und |S| = n < oo, dann ezistiert eine
Teilmenge B C .S mit B Basis von V.

Beweis.  a) Ist V = {0y}, so ist () die Basis von V ist. Sei also V' # {0y} und S =
{v1,...,v,} mit Span(S) = V. Angenommen v; = 0 fir ein 1 < ¢ < n. Dann
gilt V' = Span(S) = Span{vy, ..., v;_1,Vis1, - - ., Uy }. Ohne Einschrankung sei
also v; # 0 fir 1 <7 < n.

b) i) Sein=1=|S|,dh. S ={v}. Dawv; #0,ist S linear unabhéangig. Also

ist S eine Basis von V.

ii) Sei die Behauptung nun wahr fiir alle Vektorraume, die von weniger als
n Elementen erzeugt werden.

iii) Sei S = {vy,...,v,} mit Span(S) = V. Ist S linear unabhangig, dann
ist .S eine Basis von V. Angenommen S ist linear abhéngig, dann gibt es
nach Lemma 5.3 einen Index ¢ mit v; € Span{vy,...,v;_1,Vit1,...,Un}.
Damit ist V' = Span{vy,...,v,} = Span(S \ {v;}), d.h. V wird von
n — 1 Elementen erzeugt. Nach Induktionsvorraussetzung existiert eine

Teilmenge B von S, mit B ist eine Basis von V.
O
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Beispiel 5.9. Sei V = R3, und gegeben seien die Vektoren
1 0 1 0 1
v=10],o=|1|,o3=1|1],04=|1],v5=10
0 0 0 1 1

Wir konstuieren eine Teilmenge dieser Vektoren, die eine Basis von V' bildet:

i) Finde eine lineare Abhéngigkeit zwischen den Vektoren {v;},—1 5, beispiels-

weise ist

.....

v3 = v1 + vg, beziehungsweise es ist v; + vo + (—1)vz = 0.
Also ist Span{vy,...,vs} = Span{vy, vg, vg, V5 }.

ii) Finde eine lineare Abhéngigkeit zwischen den Vektoren vy, vs, vy, vs, beispiels-
weise ist
’U1—U2+U4—U5:O.

Also ist Span{vy, va, vy, v5} = Span{vy, va, v4}.
iii) Da S = {vy,v2,v4} linear unabhéngig ist, folgt S ist Basis von V = R3.

Endlich erzeugte Vektorrdume haben nach Theorem 5.8 eine Basis. Ein Vektorraum
V kann aber viele verschiedene Basen haben. Wie vergleichen sich zwei verschiedene
Basen von V7 Um diese Frage zu beantworten, benotigen wir das folgende wichtige
Hilfsmittel:

Lemma 5.10 (Austauschlemma). Sei V' ein K -Vektorraum und sei S = {vy,...,v,}
eine Teilmenge von V. Sei 0 # w = > \v; € V. Angenommen A\, # 0, fir
einen Index k, wobei 1 < k < n. Definiere die Menge T = (S U {w}) \ {vx} =
{V1, .+, Vg1, W, Vg 1y - -+, Up )

a) Es ist Span(S) = Span(T).
b) Ist S eine Basis von V', dann ist auch T' eine Basis von V.

Beweis. a) i) Da 0# w =Y \v; existiert ein Index k mit A\ # 0. Dann ist

AUk = w — > N,
i#k
beziehungsweise
Vp = /\glw — Z /\];1)\2'1]2' S Span(T).
i#k
Es folgt {v1,...,v,} =5 C Span(T") und somit Span(S) C Span(7).

ii) Wir zeigen jetzt noch die Umkehrung: Es ist w = - \;v; € Span(S). Es
folgt, dass 7' C Span(S) und damit Span(7") C Span(.S).

Damit ist Span(7) = Span(S).
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b) Sei S eine Basis von V. Wir zeigen, dass T linear unabhéngig ist. Ohne
Einschrankung sei k =1, d.h. \y #0, T'= {w, vy, ..., v,}.

Sei nun 0 = pw + pove + - -+ + vy, mit p, u; € K. Wir setzen fiir w die
obige Summe ein

0=up <Z)\ivi> + f2V2 + -+ UpUy
= ,U,)\11J1 + (,U)\Q + /JJQ)UQ + -+ (,U)\n + un)vn

Und da S linear unabhéangig ist folgt uA; = puXo + ps = - - - = pA, + pp, = 0.
Da Ay # 0 folgt = 0 und somit ps = - - - = p,, = 0. Damit ist auch T linear
unabhéngig und mit a) eine Basis von V.

O

Theorem 5.11 (Austauschsatz). Sei V' ein K -Vektorraum mit Basis {vy,...,v,}.
Sei {wy, ..., wy,} CV linear unabhdngig. Dann ist

i) m <n, und

it) es gibt Indizes {i1,...,im} € {1,...,n} so, dass

{vr, - s vnt \{vigs -0, ) U{wr, .o wn )
eine Basis von V ist.

Dieses Theorem wird Austauschsatz genannt und basiert auf Lemma 5.10. Es zeigt
uns, wie wir einen Basiswechsel durchfiihren kénnen, so dass von uns gewiinschte
linear unabhdangige Vektoren in der Basis liegen.

Beweis.  a) Durch Umsortieren kénnen wir annehmen, dass iy = 1, io = 2,.. .,
im = m gilt. Wir zeigen, dass dann {wy, ..., Wn, Umi1, - .., U, } eine Basis von
V ist.

Induktion nach m:

i) Induktionsanfang: Sei m = 0: ) C V linear unabhangig. Also ist das Theorem
in diesem Fall korrekt.

ii) Sei m > 1 und das Theorem sei wahr fiir m — 1 Vektoren. Da {wy, ..., w,}
linear unabhéngig ist, folgt, dass auch {ws,...,w,_1} linear unabhangig
ist. Nach geeigneter Umnummerierung der Vektoren gilt nach Induktions-
vorraussetzung m — 1 < n und {w, ..., Wn_1,Um,...,v,} ist eine Basis von

V.

iii) Angenommen m — 1 = n. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Menge
{wi, ..., Wp_1,Vm,...,v,} eine Basis von V. Diese Annahme besagt also,
dass {wy, ..., w,_1} bereits eine Basis von V ist. Nach Satz 5.5 ist eine Basis
maximal linear unabhéngig. Aber die grofiere Menge {wy, ..., w,,} ist linear
unabhéngig, womit {wy, ..., w,,_ 1} nicht maximal linear unabhéngig sein
kann, und somit auch keine Basis ist. Dies ist ein Widerspruch. Es ist folglich
m—1<mn,also m <n.
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iv) Da nach ii) die Menge {wy, ..., Wn_1,Um,...,v,} eine Basis von V ist und
w,, €V, gibt es Koeffizienten \; € K mit

MW+ o A1 W1 + AU + -+ F AUy, = Wy,

Angenommen \,, = --- = A, = 0. Dann ist w,, = Z?:ll Ajw;, womit die
Menge {wy, ..., wy,} linear abhingig ware, was nach Voraussetzung falsch ist.
Also existiert ein k£ mit m < k < n, so dass A\, # 0. Nach Umsortierung sei
o.E. k = m. Mit Austauschlemma 5.10 folgt dann, dass

{wy, ..o, Wy U1y -+ -5 U}
eine Basis von V ist.
O
Korollar 5.12. Se: V' ein K-Vektorraum mit einer endlichen Basis. Dann gilt:
a) Jede Basis von V ist endlich.

b) Je zwei Basen von V' haben gleiche Kardinalitdt.

Beweis.  a) Sei {vq,...,v,} eine Basis von V. Sei W = {w; | i € I} eine
weitere Basis. Angenommen |I| = oo, dann gibt es nach Bemerkung 5.2
Indizes i1, ...,ip41 € I mit {w;,,... 7win+1} linear unabhangig. Mit dem

Austauschsatz 5.11 folgt n+1 < n. Dies ist ein Widerspruch, also ist || < oo.

b) Seien {vy,...,v,} und {wy, ..., w,} Basen von V. Wende nun Theorem 5.11
zweimal an: Dann ist n < m und m < n. Also ist m = n.
[

Definition 5.13. Sei V' ein K-Vektorraum. Wir definieren die Dimension von V,
dimg (V') oder dim(V'), durch

n falls V' eine Basis mit n Elementen besitzt,

00 sonst (falls V' keine endliche Basis besitzt).

V heiBt endlich dimensional, falls dim(V') = n < co. Anderenfalls heifit V' unendlich

dimensional.

Beispiel 5.14. 1) dim(0y) = 0.
2)
3)

4) dimg Mypxn(K) =m - n.

)

5) Der Vektorraum KJ[z] aller Polynome in einer Variablen x mit Koeffizi-
enten in emem Korper K mit unendlich vielen Elementen hat die Basis
={1,z,2% ...}, das heisst dimg K[z] = co. Nach Definition von K|[z] in
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Beispiel 3.7 ist B ein Erzeugendensystem von K |[z]. Um die lineare Unab-
héngigkeit dieser Menge zu beweisen, benotigen wir den Fundamentalsatz
der Algebra. Angenommen die Menge B ist linear abhéngig. Dann existiert
nach Definition eine endliche Teilmenge {2, x™2, ... 2™} C B, die linear
abhéangig ist. Es existieren also Skalare \; € K derart, dass die Nullfunktion
geschrieben werden kann als 0 = Y°!_; \;z™, und nicht alle )\; sind Null.
Die Nullfunktion hat unendlich viele verschiedene Nullstellen in K. Nach
dem Fundamentalsatz der Algebra hat das Polynom >¢_; \;z™ nur endlich
viele verschiedene Nullstellen. Dies ist ein Widerspruch. Also ist B linear
unabhéngig. Der Fundamentalsatz der Algebra wird hiufig as Anwendung in
der Komplexen Analysis bewiesen, gelegentlich auch — aber weniger schén —
in der Algebravorlesung.

6) a) Sei W < R? ein Unterraum von R?. Es gibt drei mogliche Klassen von
solchen Unterrdumen:
i) W=R>&dmW = 2.
ii) W ist eine Gerade durch den Ursprung < dim W = 1.
iii) Oder W = {0y} < dim W = 0.

b) Sei W < R? ein Unterraum, dann gibt es vier mogliche Klassen von
Unterraumen:

i) W=R<dmW = 3.

ii) W ist eine Ebene durch den Ursprung < dim W = 2.
iii) W ist eine Gerade durch den Ursprung < dim W = 1.
iv) Oder W = {0y} & dimW = 0.

Korollar 5.15. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension dimV = n.
a) Jede Teilmenge von V' mit n+ 1 oder mehr Vektoren ist linear abhingig.
b) Ist {vy,...,v,} €V linear unabhdingig, dann ist {vq,...,v,} Basis von V.

Beweis.  a) Diese Aussage ist die Kontraposition des Austauschsatzes 5.11. Letz-
tere Satz besagt:

J C V ist linear unabhangig = |J| < n.
Die Kontraposition dieser Aussage ist:

|J| > n+ 1= Jist linear abhingig.

b) Nach a) ist {vy,...,v,} €V maximal linear unabhéngig. Mit Theorem 5.4

folgt die Behauptung.
O

Korollar 5.16 (Basisergidnzungssatz). Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum.
Jede linear unabhdngige Menge S C V' ldsst sich zu einer Basis von V' ergdinzen,
d.h. es gibt eine Basis B CV von V mit S C B.
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Bemerkung: Dies gilt auch fiir unendlich erzeugte Vektorraume, wobei das Lemma
von Zorn bendtigt wird, welches dquivalent zum Auswahlaxiom ist. Dies wird
typischerweise erst in fortgeschrittenen Vorlesungen behandelt.

Beweis. Sei V' endlich erzeugt. Dann hat V' nach Theorem 5.8 eine endliche Basis

{v1,...,v,}. Sei S = {wy,...,wy,}. Nach Voraussetzung ist S linear unabhangig.
Nach Austauschsatz 5.11 ist m < n und (nach Umsortieren) ist die Menge B =
{wy, ..., W, Vi1, ...,0,} eine Basis von V mit S C B. ]

Korollar 5.17. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und set W < V ein
Unterraum. Es gilt

a) W ist auch endlich erzeugt,
b) dimW < dimV,
¢) dim W = dim V' genau dann, wenn W =V

Bemerkung: Die letzte Aussage tiber die Gleichheit gilt nicht fiir unendlich
erzeugte Vektorraume. Betrachte dazu V := {f : R — R : f stetig} und W = {f €
V' : f Polynom}. Dann gilt dim W = dim V' = oo, aber W S V.

Beweis. i) Sei V endlich erzeugt, d.h. nach dem Auswahlsatz 5.8 gilt dim V' =
n < o0o. Sei W <V ein Unterraum und sei S C W linear unabhéngig. Dann
ist S C V linear unabhéngig, sieche Bemerkung 5.2. Mit dem Austauschsatz
5.11 folgt |S| < dimV = n.

ii) Wahle B C W maximal linear unabhéngig. Dann ist B nach Definition 5.5
und Theorem 5.4 eine Basis von W. Nach i) gilt |B| <n = dim V. Also ist
W endlich erzeugt und dimW = |B| < dim V.

iii) Ist dim W = dim V, so gilt |B| = n, dass heiit B ist eine Basis von V und
von W. Ist V =W, dann gilt trivialerweise dim W = dim V.
O]

Lemma 5.18. Es is V' ein nicht endlich erzeugter K-Vektorraum < Vn > 1
existiert eine linear unabhdngige Teilmenge S, = {v1,...,v,} C V.

Beweis. ,=“ : Wir machen einen Beweis durch Induktion nach n.

i) Sei n = 1. Da V nicht endlich erzeugt ist, kann V' nicht der Nullvektor-
raum sein. V' enthélt also immer einen Vektor v, der nicht der Nullvektor
ist. Somit ist {v} linear unabhdngig.

ii) Sei n > 1 und sei die Behauptung wahr fiir n — 1, das heisst es existiert
eine Teilmenge S, 1 == {v1,...,v,_1} C V, die linear unabhéngig ist.

iii) Da V nicht endlich erzeugt ist, folgt Span(S,_1) # V. Wahle nun

einen Vektor v € V \ Span(S,,—1). Dann gilt nach Lemma 5.3, dass
Sy = Sp—1 U {v} linear unabhéngig in V ist.
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»,<=“ : Angenommen V ist endlich erzeugt. Dann gibt es Vektoren vy,...,v, € V
mit V' = Span{vy,...,v,}. Es folgt, dass Vektorraum V eine endliche Basis
mit dim V' < n Elementen besitzt. Nach Korollar 5.15 ist dann jede beliebige
Menge mit n + 1 oder mehr Vektoren linear abhéngig, was im Widerspruch

zur Voraussetzung steht. Also ist V' nicht endlich erzeugt.
O

Beispiel 5.19. Sei X # () eine Menge. Nach Beispiel 3.6 ist V = Abb(X, K) ein
K-Vektorraum. Fir y € X definiere f, : X — K durch

1, falls x =y,
fy(x) = {

0, sonst.

Seien y1,...,y, € X, paarweise verschieden. Dann ist {f,,,..., f,,} € V linear
unabhéngig. Ist | X| = oo, so folgt nach Lemma 5.18, dass V' nicht endlich erzeugt
ist.

Beweis. Sei Y1 A\ f,, = 0 fur Skalare \; € K. Dann ist

0= (3 Nify) (@) =Y Aify(x), Vo € X,

Wahle x = y;, 1 < ¢ < n. Damit folgt \; =--- =\, = 0. Also ist {fy,,..., fy.}
linear unabhéangig. O]

Beispiel 5.20. Die reellen Zahlen R bilden einen Q-Vektorraum. Dieser ist nicht
endlich erzeugt. Angenommen er wéare endlich erzeugt. Dann existiert eine endliche
Q-Basis B = {v1,...,v,} von R. Jeder Vektor v € R lasst sich damit eindeutig
als Linearkombination in der Basis B schreiben. Dann hat R = V =| Q |" viele
Elemente. Da QQ abzahlbar ist, folgt R ist abzéhlbar. Dies ist ein Widerspruch zu
R iiberabzéhlbar.
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Kapitel 6

Anwendungen zu Basen von
Vektorraumen

Sei K ein Koérper und V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. In diesem Kapitel
vertiefen wir die gelernten Konzepte von Basen und Dimension von Vektorrdumen.
Hierzu konstruieren wir explizit Basen von Vektorrdumen durch Basiserganzung,
wie im letzten Kapitel beschrieben, und wir charakterisieren sogenannte direkte
Summen von Vektorraumen.

Definition 6.1. Sei A = (a;;) € M,,xn(K) eine m x n-Matrix. Definiere die zu A
transponierte Matriz AT = (b;;) € Myyxm(K), wobei b;; = aj;, fiir 1 <4 < n und
1 <5 < m. Zum Beispiel ist

(3 -1 2>T _ _31 2

0 1 1 9 1

Lemma 6.2. Seien A, B € M,,x,(K) und C € M,,(K), A € K. Dann gilt:
i) (AT =

i) (A+ B)T = AT + BT

i) (ANA)T = NAT;

w) (BC)T =CTBT.

Beweis. Die Beweise der ersten drei Aussagen sind sind klar. Wir beweisen nur die
letzte Aussage: Schreibe B = (b;;) und C' = (¢;;). Dann ist der

(ij)te Eintrag von (BC)" =(ji)te Eintrag von BC
tctz thz it

(CM)ie - (BT)yy

M:

t=1

I
NE

t
ij)te Eintrag von CT B,

I
—



Definition 6.3. Sei A € M,,.,(K). Seien ay, ..., a,, die m Zeilenvektoren von A,

also
Qi1
Qi2
a; = (an, i, ..., a,) = | . | €K", 1<i<m.
iy,
Seien a',...,a"™ die n Spalten von A, also
Q1
Cle
=1 |eK™ 1<j<n
Qg
Definiere
ZR(A) = Span{ai,...,a,} < K", den Zeilenraum von A,
SR(A) = Span{a',...,a"} < K™, den Spaltenraum von A.

Wir nennen dim ZR(A) den Zeilenrang und dim SR(A) den Spaltenrang von A.
Lemma 6.4. Sei A € M, (K).

a) Sei P € M,,(K). Dann ist ZR(PA) C ZR(A).
Ist P invertierbar, so gilt ZR(PA) = ZR(A).

b) Sei Q € M,(K). Dann ist SR(AQ) C SR(A).
Ist Q invertierbar, so gilt SR(AQ) = SR(A).

Beweis. a) i) Sei A = (a;j) € Myxn(K) und P = (p;;) € M,,,(K). Seien
ai, ..., a, die Zeilen von A. Die (transponierte) i-te Zeile von PA ist

n
Yn,

mit y: = >0 piaes, 1 < 7 < n. Damit ist
Yj t=1 PitQij, J

z; Pi1G11 + Pi2G21 + - - - + DimGma
| = | Pi2@12 + Pi2Ga2 + - -+ PimGm2
Un

= pi1@1 + PinGa + . . . DimGm, € Span{ay, ..., an} =ZR(A) .

Damit liegen alle Zeilen von PA in ZR(A), d. h. Span(Zeilen von PA) C
ZR(A) und somit folgt ZR(PA) C ZR(A).
ii) Sei P nun invertierbar. Dann existiert P! € M,,(K) und es ist ZR(A) =

ZR(P-1(PA)) C ZR(PA). Mit i) folst ZR(A) = ZR(PA).
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b) Analog zu a).

Korollar 6.5. Sei A € M, (K).

a) ZR(A) dndert sich nicht, wenn man elementare Zeilenumformungen auf A
anwendet.

b) SR(A) dndert sich nicht, wenn man elementare Spaltenumformungen auf A
anwendet.

Beweis.  a) Nach Lemma 2.6 sind elementare Zeilenumformungen durch Multi-
plikation mit einer invertierbaren Elementarmatrix gegeben. Die Behauptung
folgt dann aus Lemma 6.4.

b) Analog zu a).
[

Bemerkung 6.6. Wir geben ein Verfahren an zur Berechnung einer Basis eines
Unterraumes des K™:

a) Sei S ={vy,...,v,} € K" und V = Span(5). Sei

v
vy
A= . S men(K)
Un
eine Matrix mit den Eintrag v] in der i-ten Zeile. Sei F die Zeilen-reduzierte
Stufenform von A. Nach Korollar 6.5 gilt ZR(E) = ZR(A) = Span(S) = V.

Die Zeilen von E, die nicht Null sind, bilden eine Basis von V.

b) Wir demonstrieren das Verfahren an einem Beispiel. Sei

1 2 3
-2 13 ] 8
U1 = 5 , U2 = 1 , U3 = -3
-3 —4 -5
Sei V' = Span{v;,vs, v3} C R%. Betrachte
1 -2 5 =3
A=1|2 3 1 -4,
3 8 =3 =5

mit ZR(A) = Span{vy, ve,v3} = V. Wir wenden einige Zeilenumformungen
(Ry — Ry — 2Ry, R3 — R3 — 3Ry, R3 — R3 — 2Ry) an und bekommen die

Matrix
1 -2 5 =3
o 7 -9 2
0 0 0 0
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Diese Matrix ist noch nicht in Zeilen-reduzierter Stufenform, aber in Stu-
fenform. Die Stufenform impliziert bereits, dass die Zeilenvektoren linear
unabhéangig sind. Also ist

1 0
—2 7
51719
-3 2

eine Basis von V.

Beispiel 6.7. Gegeben seien Unterraume

X = {($1,$2,$3,$4)T e R? | xo + 3 + x4 = 0} < R4,

Y = {(xl,x2,$3,$4)T eR* | 21 + 20 =0, 23 = 2:1:4} < R*.

Unser Ziel ist es Basen Bxny, Bx, By und Bxy der Vektorraume X NY, X, Y
und X 4 Y zu bestimmen, derart, dass gilt: Bxny C Bx und Bxny C By, sowie
Bx beziehungsweise By ist enthalten in Bx.y.

a)

Wir beginnen mit der Bestimmung einer Basis von X NY. Hierzu bestimmen
wir die Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

To+x3+x4=0
$1+LL’2:O

T3 — 224 = 0.

Die hierzu gehorige erweiterte Matrix wird auf Zeilen-reduzierte Stufenform
gebracht. Diese ist:

100 =30
010 310
001 =210
Sei nun x4 = o € R. Dann ist 21 = 3a, 9 = —3a und x4 = 2a.
Somit ist
T 3
Xny=<{|:]|=a- _23 a€R
Ty 1

Dementsprechend hat X N'Y die Basis Bxny = {w = (3,-3,2,1)T} und
somit ist dim X NY = 1.

Wir erweitern nun die gefundene Basis Bxny zu einer Basis Bx von X. Es
ist
1 1 0 0
0 1 0
X = =T 0 + X2 0 + 3 1 T1,To, 23 € R
Ty 0 1 -1
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Eine Basis von X ist {(1,0,0,0)%,(0,1,0,-1)%,(0,0,1,—1)T}. Mit Hilfe des
Austauschlemmas 5.10 kénnen wir nun w in die Basis einbringen. Es ist
w = 3-v; + (—=3)vy + 2v3. Damit konnen wir als Basis von X die Menge
By = {w,v1,v3} O Bxry = {w} wihlen.

Genauso finden wir eine Basis By mit Bxry = {w} C By. Zunéchst ist die
Menge {u; = (—1,1,0,0)",uy = (0,0,2,1)T} eine Basis von Y, und es gilt
w = (—=3)uy + ug. Wir setzen By = {w,u;}. Dann ist By eine Basis von Y
mit BX[']Y g By.

Unsere Behauptung ist nun, dass C = {w, uy, vy, v2} eine Basis von X + Y
ist. Insbesondere ist dann dim X +Y = 4. Da X +Y < R% ist, gilt nach 5.17,
dass X +Y = R%

Beweis. i) Da {w,v;,ve} eine Menge linear unabhéngiger Vektoren ist und
uy ¢ Span{w,vy,ve} = X (da sonst uy € X NY ware), folgt, dass C
linear unabhangig ist.

ii) Da C C X +Y ist auch SpanC C X +Y C R% Da dimC =4 = dimR*
folgt, dass dim X +Y =4, d.h. X +Y = R*. Somit ist C eine Basis von
X+Y.

O

Bemerkung: Der Beweis des folgenden Satzes zeigt, dass die Argumente in d)

allgemein gelten.

Theorem 6.8. Seien X, Y <V Unterrdume eines K-Vektorraumes V', dann gilt

dim(X +Y)=dimX +dimY — dim(X NY).

Beweis.  a) Sei Bxny = {v1,...,v,} eine Basis von X NY. Da X NY < X ein

Unterraum ist folgt mit Korollar 5.16, dass es eine Basis Bx von X gibt, mit
BXQY g Bx. Sei

Bx ={v1,...,0n,%1,...,Zs}.
Da X NY <Y ein Unterraum ist folgt wieder mit Korollar 5.16, dass es eine
Basis By von Y gibt, mit Bxny C By. Analog sei

By ={vi,.. ., U0, Y1, -, Ut }-

Wir zeigen nun, dass C := {vy,...,0,,%1,...,Ts,Y1,- ..,y } eine Basis von
X +Y ist.
Angenommen dies ist wahr, dann folgt
dimXNY =n
dimX =n+s
dimY =n+t

dimX +Y =n+s+1t,
also gilt
dmX +Y =n+s+t=(n+s)+(n+t)—n
=dim X +dimY — dim(X NY).
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b) Wir zeigen die Behauptung: C ist eine Bais von X + Y.

i) Seiv e X +Y, dann gibt es ein z € X und ein y € Y mit v =z + y.
Da z € X, gibt es a; € K und ; € K mit

T =avy + -+ apu, + Py + - -0+ Bsxs.
Da y € Y gibt es v;,9; € K mit
Y =701+ YoUn + 01y1 + -+ Ol

Somit ist
v = Z o,V + Z 511‘, + Z YiUs + Z 5zyz S Span(C).

ii) Sei 0 =Y ayv;+ X Bix;+ > viy; fiir Skalare o, 5;,v; € K. Wir definieren
z=Y Ui+ Y Biri=—Y vy, € XNY.Daz e XNY, gibt es Skalare
A € K mit z = A\wv;. Und somit folgt > \v; = Y av; + > Bix;. Also

0= Z ,;U; —+ Z(—)\l)vz —+ Zﬁzl’z = Z(OéZ — )\z)Ul + Z 51.7}2

Da {v1,...,0n,21,...,2s} linear unabhéngig ist, folgt a; = A; fir alle 4,
sowie (3; = 0 fur alle 7. Also folgt

ZZZO%%‘FZ Bi xizzawiz _Z’Yiyiu
g

also ist 0 = 3" av;+ > viyi- Da {vy, ..., vn, 91, ...,y } linear unabhéngig
ist, folgt oy = 0 fiir alle 7,1 <4 <nund v =0 fir alle 7,1 <4 < ¢. Also
ist C linear unabhéngig.

O
Definition 6.9. Sei V' ein K-Vektorraum, seien X,Y < V Unterrdume mit
i) V=X+Y und
i) XNY ={0y}.

Dann heit V' = X 4+ Y die (innere) direkte Summe von X und Y. Wir schreiben
V=XaY.

Theorem 6.10. Seien X,Y <V Unterraume. Es sind dquivalent
HV=XaY.

2) Jedes v € V' ldsst sich eindeutig schreiben als v =z + vy, mit x € X und
yey.

3) XNY ={0y} und dimV = dim X + dim Y.
4) X+Y =V und dimV = dim X + dim Y.
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Beweis. Wir verwenden wieder einen Ringschluss (1) = 2) = 3) = 4) = 1)), um
Theorem 6.10 zu beweisen.

1) =2):

2) = 3):

3) = 4):

4) = 1):

Sei V = X @Y. Dann gilt nach Definition 6.9, dass V' = X 4+ Y, d.h. zu
veVgbteseinz e X undy € Y mit v=x+y.

Wir nehmen nun an diese Zerlegung sei nicht eindeutig, also sei v = x1 + y;
und v = x9 + Yo, mit x1, 20 € X und y1,y2 € Y. Wir bilden die Differenz
beider Darstellungen von v und erhalten

$1—I2:y2—y1€XﬂY:{Ov}.
eX ey

Es folgt x1 = x5 und y; = y» und so die Eindeutigkeit der Darstellung.

Da X,Y <V, gilt auch X +Y < V. Nach Voraussetzung gibt es fiir alle
veEVenzreXundyeYmitv=r4+ye X+Y,dh V<X+Y. Also
git X +Y =V.

Angenommen v € X NY. Es gilt

v=0+v
v=uv+0.

Nach Voraussetzung ist die Darstellung von v € V' als Summe eines Elementes

in X und eines Elementes in Y eindeutig, weshalb v = 0 folgt. Damit ist
X NY = {0} und mit Theorem 6.8 folgt:

dimV =dim(X +Y) =dim X + dim Y.
Da XY <V, gilt X +Y < V. Es gilt

dim(X +Y) & dim X 4+ dim Y — dim(X NY)
[
0, nach Vor.
=dim X +dimY
D dim V.
Mit Korollar 5.17 folgt X +Y = V.

Nach Voraussetzung gilt V = X + Y. Damit folgt

dim X + dimY 2 dim V % dim X + dim Y — dim(X N Y).

Vergleich der linken und rechten Seite liefert dim(X NY’) = 0. Dies ist nur
moglich fir X NY = {0}, und es folgt mit Definition 6.9, dass V =X @Y
ist.

]
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Beispiel 6.11. a) Sei V = M, (K) der Vektorraum der quadratischen n x n-

Matrizen. Seien weiterhin

Sym,,(K) = {A € M,(K) | AT = A}
Alt,(K) = {A € M,(K) | A" = —A}

die Menge aller symmetrischer beziehungsweise antisymmetrischer Matrizen.
Man zeigt leicht, dass Sym,,(K), Alt,,(K) Unterraume von M, (K) sind.

Esist {E£; | 1 <i <n}U{E;+ E; | i < j} eine Basis von Sym, (K).
Sei nun 1x + 1x # Ox — wie das zum Beispiel in Z, der Fall ist. Dann
ist die Menge der antisymmetrischen Matrizen {E;; — Ej; | i < j} eine
Basis von Alt,,(K). Es folgt hieraus fiir die Vektorraumdimensionen, dass
dim Sym,, (K) =n+ (n— 1)+ +2+ 1 = "2 und dim Alt, (K) = 221
ist. Der Beweis ist Ubungsaufgabe.

Sei 1 4+ 1x # Ok in K. Wir behaupten M, (K) = Sym,,(K) & Alt,(K).

Beweis. 1) Sei A € Sym,,(K) N Alt,,(K), dann ist A € Sym,,(K) und
A € Alt,(K). Damit ist nach Definition A = AT und —A = AT.
Daraus folgt A = —A. Wir addieren von links mit A und erhalten
2A=A+A=A+(—A)=0. Fiur 1x + 1x # Og gilt dies nur fiir A = 0.

ii) Benutze Theorem 6.10. Da
~_n(n+1) nn-—-1)

dim Sym,,(K)+dim Alt,,(K) = st = n? = dim M, (K),

folgt M,,(K) = Alt,,(K) @ Sym,,(K). O
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Kapitel 7

Lineare Abbildungen

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume. In diesem Kapitel studieren wir
strukturerhaltende Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die sogenannten linearen
Abbildungen.

Zunachst erinnern wir an die folgenden Begriffe aus dem Grundlagenkapitel: Seien
A, B Mengen und f : A — B eine Abbildung. Dann heisst die Abbildung

- injektiv, falls fur alle ay,ay € A mit f(ay) = f(az) folgt a1 = as.
- surjektiv falls fir alle b € B ein a € A existiert mit f(a) = 0.
- bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn f invertierbar ist, das heisst es existiert
eine Abbildung g : B — A mit fog =idg und go f = id4. Wir schreiben g :== f~1,
und nennen f~! die Inverse Abbildung zu f. Mit den definierten Begriffen gilt:

- Sind f und g injektiv beziehungsweise surjektiv, dann ist g o f auch injektiv
beziehungsweise surjektiv.

- Ist g o f injektiv, dann ist f injektiv. Ist g o f surjektiv, dann ist g surjektiv.
- Ist f bijektiv, dann ist f~! bijektiv.
Beweis. Beispielsweise haben wir:

i) Seien f und g injektiv. Sei (g o f)(x) = (go f)(y) fur z,y € A, dann
g(f(x)) = g(f(y)). Da g injektiv ist, folgt f(z) = g(z). Und da f injektiv ist,
gilt z = y. Also ist g o f injektiv.

ii) Seien f und g surjektiv. Sei ¢ € C'. Da g surjektiv ist, existiert ein Element
b € B mit g(b) = c¢. Da f surjektiv ist, existiert ein Element a € A mit
f(a) =0b. Also gilt ¢ = g(b) = g(f(a)) = go f(a). Also ist g o f surjektiv.

O

Sei C' C B. Fiir eine nicht notwendigerweise bijektive Abbilung f : A — B nennen
wir f~1(C) ={a € A| f(a) € C} das Urbild von C unter f.
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Definition 7.1. Eine Abbildung 7' : V' — W heifit linear (K -linear, Homomor-
phismus oder Vektorraumhomomorphismus), falls gilt:

(L1) T'(vq +ve) = T(v1) + T(vy) fur alle vy, vy € V,
(L2) T'(A\v) = XT'(v) fir allev € V und X € K.

Bemerkung 7.2. a) Axiome (L1) und (L2) sind dquivalent zur Aussage:
(L) T()\l’l}l +)\2’02> = )\1T(U1)+>\2T(’Ug) fir alle )\1, )\2 € K und alle U1,V € V.

b) Wir schreiben oft T'v statt T'(v).

c) Beachte \- v ist eine Skalarmultiplikation in V', wihrend A - T'(v) eine Skalar-
multiplikation in W ist. Genauso ist v; + v9 Addition in V und Tv; + Tvy
Addition in W.

Beispiel 7.3. i) Sei V ein Vektorraum. Die Abbildung 0: V — {0y}, v — Oy,
auch Nullabbildung genannt, ist linear. Die Abbildung idy : V — V, v v
ist linear. Sie heisst Identitdtsabbildung. Die Abbildung T :V — Vv — vg
fiir ein festes vg € V mit vy # 0 ist nicht linear, denn vy = T (v + v) =
T(v) 4+ T(v) = 2vy, Widerspruch.

ii) Sei T': V. — W Abbildung zwischen zwei Mengen V und W, sei U C V eine
Teilmenge. Wir definieren die Finschrinkung von T auf U als die Abbildung

T, U—=W u— T(u).

Ist T lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen V und W und ist U < V
ein Unterraum, so ist auch die Einschrankung 7’ ‘U linear.

iii) Sei 1 <7 < n fest gewdhlt. Die Abbildung m; : K™ — K", definiert durch
(z1,...,2)" = (0, 2z,...,00" = ze;,

ist eine lineare Abbildung. Sie wird Projektion auf die i-te Komponente
genannt.

Beweis. Es gilt fir z;,y; € K mit 1 <j <n:

Z1 % T1+
GO O I el = T = (2 + yi)e; = wie; + yie;
Tn Yn Tn + Yn
I hn
= m| [+
Tn Yn

Damit gilt (L1) fur m;. Genauso iiberprifen wir Axiom (L2):

1 ATy T1

T, ALy, Ty
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iv) Sei K ein Korper und K,[X] = {ag + a1z + ... a,2" | a; € K} und X =
[a,b] C R ein Intervall in den reellen Zahlen.

i) Differentiation: Betrachte den Unterraum
Vi={f:X = R| f differenzierbar} < Abb(X,R).
Dann ist Dy : V' — Abb(X,R), f +— f’ nach Analysis linear, denn
(f+9)=r1+d,
(M) =AU,

fir alle f,g € V und A\ € K. Definiere in Analogie zur Analysis fir
beliebige Korper K die Abbildung:

Dy K, [X]| = K, 1[X], [f= Zaixi = =S it
' 1

=0 i=

Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, dass Ds linear ist.

ii) Integration: Betrachte den Unterraum
V={f: X —>R| fstetig} <Abb(X,R).
Nach Analysis ist dann
b
L :V =R, f'—>/ f(z)dx

linear. Definiere in Analogie zur Analysis fiir beliebigen Korper K die
Abbildung

n—1 n—1 ) )
LKy [X] = K X], f=Y aat— Y -2 gitt
i=0 i

Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, dass I, linear ist.

v) Sei A € My,un(K), und sei Ty : K™ — K™ definiert durch Multiplikation
mit A, also durch x +— A - z. Dann ist T4 linear. Dies ist der Prototyp
einer linearen Abbildung; wir werden sehen, dass jede lineare Abbildung
letztendlich, in einem gewissen Sinne, von dieser Art ist.

Beweis. Seien x1, 12, x € K™ und sei A € K. Dann gilt:
TA($1 + .TQ) = A(l’l + CL’Q) = AJJl + AQ?Q = T(flfl) + T(xg),

und

Ty(Az) = A(\x) = MAzx) = \T'(x),
Also ist T linear. O]

Lemma 7.4. Seien U,V,W drei K-Vektorrdume.
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a) Seien S,T : V. — W linear, sei A € K. Definiere S +T : V — W durch
(S+T)(v) =Sw)+T(v) und AS : V- — W durch (AS)(v) := X - S(v). Dann
sind S +T und \S linear.

b) Seien T :V — W und S : W — U linear. Definiere SoT :V — U durch
(SoT)(v) = S(Tv). Dann ist SoT linear.

c) Sei T :V — W linear. Ist T invertierbar, dann ist T' linear.

Beweis. a) i) Seiv e V.DaS(v) € Wund T(v) € W und W ein Vektorraum
ist, gilt S(v) +T(v) € Wund A- S(v) € W. Also sind S+7:V — W
und \S : V' — W wohldefinierte Abbildungen.

ii) Seien o, 8 € K und u,v € V. Da S linear, gilt S(au + fv) = aS(u) +
BS(v). Da T linear ist, gilt S(au + fv) = T (u) + T (v). Also folgt

(S +T)(au+ fv) = S(au+ fv) + T(au + fv)
— aS(u) + BS(v) + T (u) + BT(v)
= a(S(u) +T(u) + (S(v) + T(v))
=a(S+T)(u)+B(S+T)v).
Also ist S + T linear. Analog zeigt man, dass AS' linear ist.
b) Ubungsaufgabe.

i) Sei v € V, dann ist T'(v) € W. Also ist S(T'(v)) € U. Es folgt, dass
SoT :V — U wohldefinierte Abbildung ist.

ii) Seien o,y € K und v1,vy € V. Dann ist

(S 0 T) (v + o) "E° S(T (0101 + cav2))
r li:near S(O./lT(Ul) + OéQT(UQ))
o li:near &1S(T(U1>> + OZQS(T(UQ))

Def o

= a1(SoT)(v1) + ax(SoT)(va).
Somit folgt S o T ist linear.

c) Seien wy,ws € W. Da T bijektiv, existiert v; € V' mit Tv; = w;, beziehungs-
weise mit 7! (w;) = v;, fiir i = 1,2. Dann ist
Tfl(wl + U)Q) = Tﬁl(T(U1> -+ T('UQ))
T' linear T YT (v, + vy))
De:fo (T_l @) T)(Ul + ?)2)

= idv(’Ul + UQ) = U1 + Vg
=T Hwy) + T (wy).

Analog gilt fir alle « € K,w € W: T~ (aw) = T (w). Also ist T~ linear.
[
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Definition 7.5. Sei T': V' — W linear. Dann heifit
- T Monomorphismus, falls T injektiv,
- T Epimorphismus, falls T' surjektiv,
- T Isomorphismus, falls T' bijektiv ist.

Zwei Mengen V und W heiflen isomorph, wenn ein Isomorphismus f : V — W
zwischen ihnen existiert. Wir schreiben V' ~ W, gesprochen ,V ist isomorph zu W*
Wir werden sehen, dass sich isomorphe Vektorraume vollig gleich verhalten.

Bemerkung 7.6. a) Lemma 7.4 sagt: Die Komposition von Monomorphismen
ist ein Monomorphismus und die Komposition von Epimorphismen ist ein
Epimorphismus; und das Inverse von einem Isomorphismus ist ein Isomor-
phismus.

b) Wir definieren die folgenden Mengen:

Homg(V,W) ={T:V — W | T linear},
Endg (V) := Homg (V, V),
Autg (V) = GL(V) = {f € Endg (V) | f bijektiv }.

Ein Element in Endg (V') heiBt Endomorphismus, ein Element in Autg (V)
heifit Automorphismus. Es ist (Homg(V, W), +,-) ein K-Vektorraum mit
(f+9)(v) = f(v)+gw) und (Af)(v) = A- f(v). Es ist GL(V) eine Gruppe
beziiglich Komposition o von Abbildungen. Es ist (Endg(V'),+,0) ein Ring.

Beispiel 7.7. 1. Sei L : My, xn(K) — My (K), definiert durch A — AT,
a) Es gilt fiir alle A, B € M,;,x,(K) und alle A € K:
LA+ B)=(A+B)" %2 A" + BT = L(A) + L(B),
LOAA) = (AA)T & XAT = AL(A).

Also ist L linear.

b) i) Sei L(A) = L(B), dann ist AT = BT. Mit Lemma 6.2 erhalten wir
A= (AT)T = (BT)T = B. Also ist L injektiv.
ii) Sei B € M,,x,(K), dann ist L(BT) = (BT)T = B. Also ist L

surjektiv.

Damit ist L ein Isomorphismus, das heisst, es ist M, xn(K) >~ M wm(K).
Insbesondere ist My, (K) ~ K™ ~ M,.1(K).

2. Sei (a;j) = A € M,(K). Definiere Tr(A) = >I"; a;;, die Spur von A. Dann
ist Tr : M,,(K) — K, mit A — Tr(A), ein Epimorphismus.

3. Seien Uy, U; < V Unterrdume.
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a) Die Abbildung ¢ : Uy x Uy — Uy + Us, (u1, us) — uy + us ist linear:

o((ug,ug) + (v1,v2)) = @(ug + vy, ug + vg)
= U] + V1 + Uy + Vg
= (u1 + ug) + (v1 + v2)
= o(u1,uz) + p(v1,v2)

und

e(A(ur, u2)) = o((Au, Auz))
= \up + Aug
= AMuy + uz)
=X o(ug, uz),

fur alle uy, vy € Uy und ug, vy € Uy und A\ € K.

b) Sei nun weiterhin U; N Uy = {0}, also Uy + Uy = Uy & Us, siehe 6.9. Die
Abbildung ¢ ist in diesem Fall ein Isomorphismus: U; x Uy >~ U; & Us.
Die Details sind wie folgt:

i) Sei p(u1,us) = @(v1,v2), also uy + uy = vy + vy. Es folgt uy — vy =
v —ug € Uy NUs = {0}. Also ist u; = v; und uy = v9, und somit ¢
injektiv.

ii) Sei u € Uy @ U,. Es existieren uy € Uy und uy € Uy mit uy + us = u.
Dann ist ¢(u1,us) = u3 + ug = u, und somit ¢ surjektiv. Beachte,

dass wir hierfir nicht die Voraussetzung U; N Uy = {0} benutzt
haben.

Man bezeichnet U; x U, auch als dussere direkte Summe. Der Epimor-
phismus 7 : Uy ® Uy — Uy, uq + us — uq heilit Projektion auf Uy entlang
Us. Der Monomorphismus ¢ : Uy — Uy @ Us, u; — w1 +0 heifit Finbettung
von Uy in U; & Us.

Lemma 7.8. Sei T : V. — W linear. Dann gilt fir alle \; € K und v,v; € V:
a) T(0y) = Oy,
b) T(—v) = ~T(v),
c) T (X Nv) =X NT(v;).

Beweis.  a) Bs ist T(0v) 2 T(0x - 0v) 2 05 - T(0y) 2 Oy Alternativ ist
T(Oy) =T(0y + 0y) e T(0y) + T(0y). Durch addieren von —7'(0y) folgt

die Behauptung.

b) Bsist T(—v) 2 T((=1) -v) "2 (=1)T(v) & —T(0).

c) Folgt induktiv aus (L1) und (L2).

Definition 7.9. Sei T : V — W linear. Wir definieren
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Ker(T) ={v eV |Tv= 0w}, den Kern von T,

im(7) ={we W |Jv eV mit Tv=w}, das Bild von T
={Tv|veV}=T(V).

Lemma 7.10. Sei T : V — W linear. Dann gilt:

a) Sei U <V ein Unterraum. Dann ist T(U) = {Tu | v € U} < W Unterraum.
Insbesondere ist im(T) = T(V) < W Unterraum.

b) Sei U < W Unterraum. Dann ist T*(U) <V ein Unterraum. Insbesondere
ist Ker(T) =T 1({0}) < V.

c) Abbildung T ist injektiv genau dann, wenn Ker(T) = {0} ist.
Abbildung T ist surjektiv genau dann, wenn im(T) = W ist.

Beweis. a) Sei U < V Unterraum. Dann ist Oy = 0y € U. Nach Lemma 7.8
gilt T(0y) = Ow. Also ist Oy € T'(U). Seien ferner wy,wy € T(U) und
A1, A2 € K. Dann existieren uy, us € U mit T'(uy) = wy und T'(uz) = we. Also
gilt Ajwy + Aogwy = M T (uy) + AT (ug) = T'(Aug + Agus), da die Abbildung
T linear ist. Da U ein Unterraum ist, gilt Aju; + Asus € U und somit
/\1w1 + /\2’(1)2 € T(U) Also ist T(U) < W.

b) Sei U < W. Dann ist Oy € U, mit Lemma 7.8 gilt also T'(0y) = Oy € U. Also
ist Oy € T (U). Seien A1, Ay € K und seien vy, v, € T-HU), also Tvy, Tvy €
U.Da U < W Unterraum, gilt T'(Ajv; + Agvs) 1 linear MT(v1) + AT (vy) € U.
Also ist A\jvy + Agvg € T7H(U). Es folgt somit T-1(U) < W.

c),,=*“: Sei Ker(T') = {0}. Angenommen es ist Tvy = Ty, also 0 = Tvy — Tvg =
T(v; — vy). Dnn ist v; — vy € Ker(T) = {0}. Es folgt v; — vy = 0,
beziehungsweise v; = v9. Also ist T" injektiv.

»,<=“ Sei T injektiv. Sei v € Ker(T), also Tv = 0. Nach Lemma 7.8 gilt auch
T(0) =0, das heisst Tv = T'(0). Da T injektiv ist, folgt v = 0. Also ist
Ker(T') = {0}.

[

Lemma 7.11. Sei T : V. — W linear.
a) Sei S C V mit V. = Span(S). Dann gilt im(T) = Span{Tv | v € S}.

Insbesondere, ist T' surjektiv, so wird ein Erzeugendensystem von V auf ein
Erzeugendensystem von W abgebildet.

b) Sei{vy,...,v.} linear abhingig in V.. Dann ist {Twvy,...,Tv,} linear abhingig
in W. Umgekehrt, eine injektive Abbildung bildet eine linear unabhdngige
Menge von Vektoren aus V' auf eine linear unabhdingige Menge in W ab.

Bemerkung:
i) Als Kontraposition der ersten Aussage aus b) bekommen wir: Sei {T'vy, ..., Tv,}
linear unabhéngig in W, dann ist {vy,...,v,} linear unabhéngig in V.
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ii) Die Umkehrung der zweiten Aussage in (b) ist im Allgemeinen fiir nicht
injektive Abbildungen falsch. Sei T nicht injektiv. Dann existiert nach Lemma
7.10 ein Element 0 # v € Ker(7'). Es ist {v} linear unabhéngig in V', aber
{T'v = 0} ist linear abhéngig in W.

Beweis.  a) Wir zeigen zwei Mengeninklusionen:

i) Sei w € im(T'), dann existiert v € V mit Tv = w. Da V = Span(S5),
existieren n € Nund v; € S und \; € K mit v = > ; \jv;. Da T
linear ist, gilt w = Tv = T(X \v;) = > NT(v;) € Span{Tv |v € S} =
Span(7'(5)).

ii) Fir alle v € S gilt Tv € im(T) C W. Da im(7") < W Unterraum ist, ist

also im(7T") abgeschloen beziiglich Addition und Skalarmultiplikation.
Also ist Span{Tv | v € S} Cim(7).

b) i) Sei {vy,...,v,} linear abhéngig. Also existieren \; € K, nicht alle Null,
mit 0 = Y A\, Also ist 0 = T(0) = T(X \v;) = 3 N7 (v;), wobei nicht
alle \; Null sind. Es folgt, dass {T'vy,...,Tv,} linear abhéngig ist.

ii) Sei T injektiv. Sei {vy,...,v,} linear unabhéingig. Angenommen fiir
A€ Kgilt0 =" \T(v;) " 2 T(S A\wi). Da T(0) = 0 = T(X A\w;)
und T injektiv, folgt 0 = 3> A\jv;. Da {vy,...,v,} linear unabhéngig ist,
folgt A\; = 0 fiir alle 4. Also ist {T'vy,...,Tv,} linear unabhéngig.

O

Theorem 7.12 (Klassifikation der K-Vektorraume nach ihrer Dimension). Sei
V' ein K-Vektorraum mit dimV = n < oco. Sei B = {vy,...,v,} Basis von V.
Dann ist die Abbildung ¢ : K™ — V @ (A1,..., )T = S Ny ein Isomorphis-
mus von Vektorrdaumen mit inverser Abbildung ¢ : V. — K™ : v — Mpg(v), den
Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B.

Beweis.  a) Fir alle z,y € K™ gilt:
o +y) = (@1 +y1, 20 +yn)")

=1

n
T+ ) Yiv;
i=1

I
INNgb

(2

o(r) + ¢(y).

Analog ist p(Az) = Ap(z), fiir alle A € K und x € K™. Folglich ist ¢ linear.

b) Es gilt ¢ 0 = idy und 9 o p = idgn. Somit ist ¢ invertierbar, also bijektiv.
O

Korollar 7.13. Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Dann ist V ~
W genau dann, wenn dimV = dim W.
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Beweis. ,=*: Seien V und W isomorph. Dann gibt es ein Isomorphismus 7" : V' —
W. Sei {vy,...,v,} eine Basis von V. Da T injektiv ist folgt nach 7.11, dass
die Vektoren {T'vy,...,Tv,} linear unabhéngig sind. Da T surjektiv ist, folgt
nach 7.11, dass die Vektoren {Tvy,...,Tv,} den Vektorraum W erzeugen.
Somit ist {Tvy,...,Tv,} eine Basis von W und dim W =n = dim V.

,<=“1 Sei dimV = dim W =: n, dann folgt mit Theorem 7.12 und Bemerkung 7.7,

dass die Abbidlung V LK AW als Komposition zweier Isomorphismen

ein Isomorphismus ist. Somit gilt mit Definition 7.5, dass V' ~ W.
O

Beispiel 7.14. a) Seien U;,U; < V mit U; N Uy = {0}. Dann ist nach 7.7
Uy ® Uy ~ U; x Uy und nach dem Korollar 7.13 ist dim(U; x Us) = dim(U; &

b) Sei {v1,...,v,} eine Basis von V und sei {wy,...,w,} eine Basis von W,
dann ist {(v;,0) | 1 <i <m}U{(0,w;)|1<j<n} eine Basis von V x V.

Beispiel 7.15. Sei T : R?* - R? : (z,y,2)" — (2,0)7, dann ist T linear mit

T . 0 0
KerT = Y ‘<0>:<0> = ylly,zeR
z z

= Span{(0,1,0)”,(0,0,1)"}.

im<T>={<fj> |$€R}=Span{<é>}_

Damit ist n(7) := dim Ker(T) = 2 und r(T) := dimim(7T") = 1. Als Beispiel fiir
den néchsten Satz, halten wir die folgende Beobachtung fest: es ist

dimR?* = 3 = n(T) + r(T).

Theorem 7.16 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen/Rank-Defekt-Theorem).
Sei T : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist dimV = r(T) + n(T), wobei

r(T) = dim(im(7)), genannt Rank von T,

Ferner gilt

n(T) = dim(Ker(T)), genannt Defekt von T

Bemerkung: Der Defekt n(7') ist ein Maf dafiir, wieweit 7" davon entfernt ist
injektiv zu sein, wobei n(7") = 0, genau dann, wenn 7 injektiv ist. Der Rank r(7") ist
ein Maf} dafiir, wieweit 7" davon entfernt ist surjektiv zu sein, wobei r(7T") = dim W,
genau dann, wenn 7' surjektiv ist.

Beweis. i) Da KerT < V nach Lemma 7.10, wahle Basis {vy,...,vx} von
Ker(T') und erginze diese Basis mit dem Basisergdnzungssatz 5.16 zu einer
Basis {v1, ..., vk, Vki1, ..., 0} von V. Wir zeigen B = {Tvj41,...,Tv,} ist
eine Basis von im(7"). Angenommen dies gilt, dann ist

dmV=n=n—-k)+k
= dim(im(7")) + dim(Ker(T))
=r(T)+ n(T).
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if)

iii)

Unsere erste Behauptung ist im(7") = Span(B). Hierzu miissen wir zwei
Mengeninklusionen zeigen. Es ist B C im(7") und im(7") < W Unterraum.
Dann ist Span(B) C im(7"). Umgekehrt, sei w € im(7"). Dann gibt es ein
v €V mit Tv =w. Da {vy,...,v,} eine Basis von V ist, folgt, dasses \; € K
gibt, mit v = \;v;. Damit ist

i=k+1

)

AT (v;) € Span(B).

% 1

Also ist im(7") C Span(B).

Unsere nachste Behauptung ist, dass B linear unabhangig ist. Hierzu sei

i=k+1 i=k+1
fur \; € K, mit £+ 1 < i < n. Damit ist z == Y1, ., \jv; € Ker(T'). Da
{v1, ..., v} eine Basis von Ker(T) ist, gibt es \; € K mit 1 <4 < k und mit
z = Zle A;v;. Damit folgt

k n
i=1 i=k+1
Da die Vektoren v; linear unabhéngig sind, folgt A; = 0 fiir alle 7, insbesondere

fur alle 7 > k.
O

Korollar 7.17. SeiT : V — W linear, und dimV = dim W. Dann sind dquivalent:

1.
2.
3.

/.

T ist injektiv;
T ist surjektiv;
T st bijektiv,

ist B ={vy,...,v,} eine Basis von V, so ist T(B) eine Basis von W.

Beweis.  a) Angenommen 7T ist injektiv. Nach Lemma 7.10 ist Ker 7" = {0} und

somit n(7") = 0. Mit Theorem 7.16 gilt dann dim W = dim (V') = »(T'). Da
im(7") < W, folgt mit Korollar 5.17, dass im(7") = W ist. Also ist 7" surjektiv,
und damit auch bijektiv. Umgekehrt folgt aus der Bijektivitédt einer Abbildung
auch, dass sie surjektiv beziehungsweise injektiv ist. Die drei ersten Aussagen
sind also dquivalent.

Wir zeigen, dass aus der vierten Aussage die zweite Aussage folgt. Sei B ist
eine Basis von V', mit B = {vy,...,v,}, dann ist T(B) = {T'vy, ..., Tv,} nach
Voraussetzung eine Basis von W. Daraus folgt im(7") = Span(7'(B)) = W.
Also ist T surjektiv.
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c) Zuletzt zeigen wir, dass aus der zweiten Aussage die vierte Aussage folgt.
Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Sei T surjektiv. Nach a) gilt, dass T
injektiv ist. Damit ist 7'(B) eine Basis von W nach Lemma 7.11. O

Als Anwendung von Theorem 7.16 erhalten wir einen alternativen Beweis von
Theorem 6.8:

Theorem 7.18. Seien Uy, Uy <V Unterrdaume. Dann gilt
d1m(U1 + Ug) = dim U1 + dim Ug - d1m(U1 N UQ)

Beweis. Sei v : Uy x Uy — V| (uq,us) — uy + us. Nach Beispiel 7.7 ist ¢ linear. Es
ist Ker = {(ug,u2) | ug +us = 0} = {(u, —u) | v € Uy N Uy} >~ Uy N Us. Weiter
haben wir im ¢ = U; + Us. Mit Theorem 7.16 folgt

dim Uy + dim Uy = dim(U; x Us) 2 dim(im ) 4 dim(Ker ¢)

Das erste Gleichheitszeichen folgt aus folgender Uberlegung: Sei {uy,...,u,} ei-
ne Basis von Ui, und sei {v,...,v;} eine Basis von Us. Dann ist die Menge
{(u;,0),(0,v;) | 1 <1i <s,1 <j <t} eine Basis von Uy x Us. Es ist dem Leser
iberlassen hierzu die Details auszuarbeiten. O

Als letzte Anwendung von Theorem 7.16 in diesem Kapitel wollen wir beweisen,
dass der in Theorem 2.18 definierte Rang einer Matrix, mit ihrem in Definition
6.3 definierten Spalten- beziehungsweise Zeilenrang tibereinstimmt. Hierbei ist
der Rang einer Matrix definiert als die Anzahl der fiihrenden Eintrége in ihrer
Zeilenreduzierten Stufenform.

Bemerkung 7.19. a) Sei A € M,,»,(K). Nach Beispiel 7.3 ist Ty : K™ — K™,
definiert durch x — Az, eine lineare Abbildung. Es ist:

Ker(Ty) ={z € K" | Az =0}
= Losungen des homogenen LGS Ax = 0
=: N(A), der sogenannte Nullraum von A,
im(Ty) ={be K™ | Iz € K" mit Az = b}
={be€ K™ | Az = b hat eine Losung}

=:im(A), das sogenannte Bild von A.

Seien a',...,a™ die Spalten von A. Sei {¢; | 1 < i < n} die Standardbasis
von K", siehe Beispiel 5.6. Dann ist K™ = Span{ey, ..., e,}, und es folgt:
im(A) = im(T,) 2 Span{Tey, ..., Te,}
PALT Span{Ae,..., Ae,} = Span{a’,... a"} = SR(A).

b) Nach Definition 6.3 ist der Spaltenrang von A gegeben durch dim SR(A4) 2’

dim(im A) und der Zeilenrang von A durch dimZR(A). Mit Korollar 6.5
gilt, dass der Zeilenraum ZR(A), und damit der Zeilenrang von A, sich
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nicht dndern, wenn wir elementare Zeilenumformungen auf A anwenden.
Analoges gilt fiir den Spaltenraum beziehungsweise den Spaltenrang, wenn
wir elementare Spaltenumformungen anwenden. Was passiert aber, falls wir
elementare Spaltenumformungen auf den Zeilenraum ZR(A) anwenden, oder
analog, elementare Zeilenumformungen auf den Spaltnraum SR(A)? Sei zum

Beispiel
1 00
A= (O 1 1) '

Sei B die Matrix, die wir erhalten, wenn wir von der dritten Spalte von A
die zweite Spalte abziehen, dass heifit

1 00
b= (0 1 0) '
Es gilt Span{(1,0,0)",(0,1,1)"} # Span{(1,0,0)", (0,1,0)"}, also ZR(A) #
ZR(B); es ist aber dim ZR(A) = dim ZR(B).
Theorem 7.20 (Rangsatz). Sei A € My xn(K).
a) Ensteht B € My,«n(K) aus A durch eine endliche Folge elementarer Spalte-
numformungen und/oder Zeilenumformungen. Dann gilt:

Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B),
Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B).
b) Sei A P2U5 B mit E in zeilenreduzierter Stufenform mit r fihrenden Eintrd-
gen. Dann ist r = Rang(A) = Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).
Beweis. a) i) Sei Ty : K™ — K™ mit ¢ — Az und sei T : K" — K™,
mit x — Bz. Nach Beispiel 7.3 sind T4 und T lineare Abbildungen.
Angenommen B ergibt sich durch elementare Zeilenumformungen aus

A, dann ist
Ker(Ty) = {z | Az =0}
= Losungsmenge von Az = 0
A Losungsmenge von Bx =0
= Ker(7T5).
Es folgt

Spaltenrang von A = dim(SR(A))

2 dim(im T}y

L% 1 — dim(Ker Ty)
=n — dim(Ker Tp)
L° dim(im Tg)

[ Spaltenrang von B.

Angenommen B entsteht aus A durch elementare Spaltenumformungen.
Nach Korollar 6.5 ist SR(A) = SR(B), folglich ist auch in diesem Fall
Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B).
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ii) Angenommen B entsteht durch elementare Spalten- und Zeilenumfor-
mungen aus A. Beim Transponieren werden Zeilen und Spalten ver-
tauscht. Dann ergibt sich auch B? in analoger Weise aus A”. Es folgt
damit

Zeilenrang (A) = Spaltenrang A"

i Spaltenrang BT

= Zeilenrang B.

b) Wir folgen den Beweisschritten aus Theorem 2.18.

i) Bringe A durch elementare Zeilenumformungen auf zeilenreduzierte
Stufenform FE. Angenommen Matrix E besitzt r fithrende Eintrage.
In den Spalten mit einem fithrenden Eintrag sind alle anderen Werte

Null. Man sieht leicht, dass dann die r Zeilen ungleich Null linear
2.18

unabhédngig sind. Damit ist dimZR(FE) = r. Es folgt also Rang(A) =
r = Zeilenrang(E) & Zeilenrang(A).

ii) Wir bringen nun £ durch elementare Spaltenumformungen auf die Form

(L0
7= (i 1)

wobei [, die r x r Einheitsmatrix ist, mit 7 aus i). Es folgt mit a), dass
Spaltenrang(A) o) Spaltenrang(E) £ Spaltenrang(J) = r = Rang(A).

Insgesamt gilt also Zeilenrang(A) 2 Rang(A) 9 Spaltenrang(A).
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Kapitel 8

Matrix einer linearen Abbildung

Sei K ein Korper, V und W endlich dimensionale K-Vektorraume und 7 : V. — W
linear. In diesem Kapitel zeigen wir, dass jede lineare Abbildung zwischen zwei
endlich dimensionalen K-Vektorrdumen im wesentlich durch Multiplikation mit
einer Matrix beschrieben werden kann.

Sei v € V, dann existieren eindeutige Elemente \; € K mit v = > \jv;. Sei
T :V — W linear, dann ist T'(v) = Y- \;T'(v;). Also ist T" eindeutig durch die Bilder
T(v1), ..., T(v,) bestimmt. Anders formuliert:

Bemerkung 8.1. Sei B = {vy,...,v,} Basis von V und sei {wy,...,w,} CW.Es
gibt genau eine lineare Abbildung 7" : V' — W mit Tv; = w; fiir 1 <4 < n. Hierbei
ist die Abbildung 7" genau dann injektiv, wenn {w, ..., w,} linear unabhéngig ist.

Beweis.  a) Existenz: Seien {wi,...,w,} C W. Sei v € V mit v = Y yu;.
Definiere T : V. — W mit T'(v) = 3 Aw;. Sei v1 = Y. \jv; und vg = Y 0
und sei v € K. Dann ist

T(Oﬂ]l + UQ) = T(Oé Z )\Z'UZ' + Z ,uﬂji)
= > (X + p)w;
=a Z Aw; + mei
= aT'(v1) + T(v2).
Also existiert eine lineare Abbildung 7" : V. — W mit T'(v;) = w;, fiir
1< <n.

FEindeutigkeit: Sei S : V' — W eine weitere lineare Abbildung mit S(v;) = w;
fir 1 <7 <n.Seiv=> \v; €V.Dann ist

Aus S(v) =T (v) fiir alle v € V, folgt S =1T.

b) Sei {wy, ..., w,} linear unabhéngig. Sei v € Ker(T'), etwa v = > \;v;, dann
folgt 0 = Tv = T(X \iv;) = 3 A\jw;. Da die w; linear unabhéangig sind, folgt
A; = 0 fur alle 4, und damit ist auch v = 0. Folglich ist Ker 7' = {0}. Nach

Lemma 7.10 ist 7" injektiv. Die umgekehrte Richtung folgt aus Lemma 7.11.
O
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Beispiel 8.2. In Bemerkung 8.1 ist es wichtig, dass B eine Basis ist.

a) Seiv; = (1,1), vo = (2,2)T, wy = (1,0)7, wy = (0, 1) € R?. Dann ist {vy, ve}
linear abhéngig, also keine Basis von R% Sei T : R? — R? mit T(v;) = w;
linear. Dann folgt (0,1)T = wy = T'(v2) = T(2 - v1) = 2T (v1) = 2wy = (2,0)7,
was offensichtlich falsch ist und zu einem Widerspruch fithrt. Es gibt also
kein T : R? — R? linear, mit Tv; = w;.

Basis in R2. Sei T'(z,y)” = (z,0)T und S(:c y)T z,z — y)T. Dann ist

b) Sei vy = (1,1)T, vy = (2,2)T, wy = (1,0)7, we = (2,0), dann ist {v1, va} keine
= (
sowohl 7" als auch S linear mit T'(v;) = w; und S(v;) = w; wobei T' # S ist.

Definition 8.3. Sei B = {v,...,v,} eine Basis von V und C' = {wy,...,wy,}
eine Basis von W. Sei T : V' — W linear.

a) Nach Theorem 5.4 gibt es fir alle v € V eindeutige \; € K, mit v = 3 \v;.
Der Vektor Mp(v) == (A1, ..., \,)T heiit Koordinatenvektor von v beziiglich
Basis B.

b) Da Twv; € W fiir 1 < j < n, und C Basis von W, existieren nach Theorem
5.4 eindeutige Elemente a;; € K mit

TUl = a11Wy + a9 Wo + -+ - + Q1 Wy,

TU2 = a12W1 + QA22W2 + -+ Q2 Wi,

Tvn = A1pW1 + G2pW2 + *  + F QppWiy,

das heifit Tv; = 371" a;;w;. Sei

a1 a12 Ce A1y

B a1 A2 A2n
ME(T) = | § ,

m1  Gm2 Amn

die (darstellende) Matrix von T (oder korrespondierend zu T') beztiglich der
Basen B und C.

Beispiel 8.4. Sei T': R, [x] — R,,[z] Differentiation nach z, als 7' gegeben durch
f=Yaz"— f = Yiax"'. Wir wihlen die Basen B = C = {1,z,2?%,... 2"}
von R, [z]. Dann ist die Matrixdarstellung von 7" gegeben durch

0
0
0

O O =
oo O
w o O

Mg(T) =
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Beispiel 8.5. Sei T': V' — V die Identitatsabbildung, d.h. T'(v) = v, fur alle
v e V. Sei n =dim(V). Wir erhalten

M5 (T) = R

fiir jede beliebige Basis B von V.

Beispiel 8.6. Sei B; = {v;, v2} eine Basis von V und By = {w;, we, w3} eine Basis
von W. Sei T : V — W linear mit

12
M(T)=10 1]|=A
-3 -1

Nach Definition 8.3 ist Tv; = 1wy + 0wy — 3ws und Tvy = 2wy +we —w3. Zuv € V
existieren eindeutige x,y € K mit v = xv; + yvy, womit folgt

Tv = T(zv; + yvs)
=T (v1) + yT'(v2)
= (x4 2y)w; + ywy + (=32 — y)ws.

Der Koordinatenvektor von v beziiglich By ist (x,y)? und der Koordinatenvektor
von Tv beziiglich By ist (z + 2y, y, —3x — y)T. Wir sehen also, dass

1 2 T+ 2y
A (”3) =lo 1 <x> =| v
J —3 —1) V —3r—vy
Theorem 8.7. Sei T : V — W linear, B Basis von V und C' Basis von W. Dann
ist Mo (Tv) = ME(T) - Mg(v).

Bild:
Mpg(v) Mc(Tv)
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Beweis. Sei B = {vy,...,v,} Basis von V und C = {wy,...,w,} Basis von W.
Sei A = (ay;) mit Tv; = 312 ajw;, fir 1 < j <n. Sei v =37, \ju; mit \; € K.
Dann folgt

Tv=T (Z )\jUj) = Z )\jT(’Uj)
j=1
=N D_ ayw;
j=1 i=1
= Z Z aij)\j) Wy
i=1 \j=1
m [ )\1
=1 )\n i
Also
A1
Mc(Tv)y=A-| i | = ME(T) - Mp(v) . O
An

Theorem 8.8. Sei By Basis von V und By Basis von W. Seien S, T :V — W
linear, A € K. Dann sind S +T, A\S :V — W linear mit darstellenden Matrizen

MEV(S+T) =MV (S)+ Mp¥ (T)
MEV(A-8) =X MEV(S) .
Beweis. Sei By = {vy,...,v,} und By = {wy, ..., wy}. Sei Sv; = >, a;;w;, fiir

1 < j < n, das heisst, Mgv‘é(S) = (ai;). Sei Tv; = X" bijw;, mit 1 < j < n, das
heisst, M (T") = (b;;). Dann folgt

(S +T)(v)) = S(v;) + T(vy)

= Z Q35 W; + Z b”wz
= > _(ai; +bij)w; ,

also
MEV (S +T) = (aij + biy) = (ai;) + (byj)
= MBY(S) + ME"(T) .
Analog:
(A 9)(v;) = AS(vy)
= >\ . Z aijwi
=1
= (May;) - w; ,
=1
also
MEY (X S) = (Aag) = A (ai;) = A - MEY.(S) . O
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Theorem 8.9. Sei S:V — W, T :U — V linear, dann ist SoT : U — W linear
mit
MEU(SoT)=ME"(S) - MEU(T) .

Beweis. Die Linearitat gilt nach Lemma 7.4. Sei By = {uy, ..., u,} Basis von U,
By ={v1,...,v,} Basis von V und By = {wy,...,w;} Basis von W. Sei
MBBg (T) = (a;;) = A, das heisst, Tu; = Y _ ajv;, (8.1)
=1
k
Mgv‘;(S) = (b;) = B, das heisst, Sv; = > bjuwy, (8.2)
=1
MEU(SoT) = (c;) = C. (8.3)
Es ist

(S0 T)(us) "L° $(T(w) = (i ajivj) e iaﬂs (05)

m k kK m k m
L Y S T o S T o (Z b,jaji) wi
=1 =1

1=1 j=1 =1 \j=1
also folgt mit Gleichung (8.3): ¢y = X°7L, bijaj; = (B - A)y. Esfolgt C =B -A. O

Korollar 8.10. Sei T : U — V linear. Ist T invertierbar, so ist T~ : V. — U
linear mit Mj" (T~*) = M5V (T)™', wobei By eine Basis von U und By eine Basis
von V' ist.

Beweis. Linearitét gilt nach Lemma 7.4. Es ist nach Voraussetzung: Tt o T =
idy, ToT™ ' =idy. Da V und W isomorphe Vektorrdume sind, mittels 7', haben
sie nach Korollar 7.13 dieselbe Dimension. Sei dim U = dim V' = n. Dann gilt

I, = MEY (idy) = M5 (T o T)
= Mgy (T - Mge(T),
und analog gilt I,, = Mgg (T) - Mg[‘]’ (T71). Also ist Mg‘[j (T') invertierbar mit
MEU(T)™ = MEV(T™Y) . m

Definition 8.11. Seien B, C Basen von V. Die Matrix ME (idy ) heifit Basiswech-
selmatrix von B zu C.

Bemerkung 8.12. Nimmt man 7" =idy : V — V in Theorem 8.7, dann folgt
Mc(v) = Mg(ldv) : MB(U) .

Theorem 8.13. Sei T : V. — W linear. Seien By, Cy Basen von V und By, Cy
Basen von W. Dann gilt

Mgy, = P- Mgy (T)- Q"
mit P = Basiswechselmatriz von By zu Cy und () = Basiswechselmatriz von By,

zu Cy.

Die Gleichung lasst sich gut aus dem folgenden Bild ablesen:
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Beweis. Mit Theorem 8.9 folgt:

MEV(T) = MEY (idw oT o idy)
= Mg‘;v(idw) Mgv‘; (1) Mg“,/ (idy)

_,P_/ N————’
= ::Q*l
= MEY (idw) - MY (T) - MEY (id) ™" . O

Beispiel 8.14. (siche Beispiel 8.6)
Sei T : R? — R3 mit

1 2

ME(T)=10 1]|=A4,

—3 -1
wobei B; = {vy,vs} eine Basis von R? ist und By = {wy,wy, w3} eine Basis von
R3. Man sieht leicht, dann ist Bs = {uy, us} mit uy = vy — 2vy, uy = v1 + vy eine
Basis von R? und By := {21, 22, 23} mit

21 = Wi + Wwe
Zo = Wy + W3

Z3 = w3 + Wy

eine Basis von R3.
(a) Was ist M5*(T)?

(i) Das losen eines entsprechenden linearen Gleichungssystems liefert

w1 = 5(21 — 22 + 23)
1

Wy = 5(22 — Z3 + 21)

1
W3 = 5(23 + z9 — Zl)

(ii) Esist
TUl = T(Ul — 2U2)
= T’Ul — 2TU2

= (w; — 3ws) — 2(2w; + we — w3)

= —3w1 - 211)2 — W3

= —22’1 — Z3
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Analog Tuy = T'(vy +v3) = Tvy +Tve = (w1 — 3ws) + (2w +wy —w3) =
i)

3w1+w2—4w3:...:421—322—23. Also
-2 4
MP(T)=|0 -3|=B8B.
-1 -1

(b) Was ist die Beziehung zwischen A und B? Wir demonstrieren Theorem 8.13.
Die gegebene Situation ist durch das folgende Bild zusammengefasst:

o 44y Ty id

N

Es ist

und
-1. B 5 L1
pP!t= M33 (id) = (_2 1) .

Dann gilt nach Theorem 8.13, dass B = QAP~!. Wir rechnen diese Gleichung

nach:
1 1 -1\ /1 2
1
QAP™ =2 -1 1 1 0 1 (_12 1)
1 -1 1/)\-3 -1
2 2 -2 4
= (-2 -1 (_12 1): 0 -3|=B.
-1 0 -1 -1

Bemerkung 8.15. Jede invertierbare Matrix kann als Basiswechselmatrix inter-
pretiert werden.

Beweis. Sei P = (p;;) € M,(K) invertierbar. Sei V' ein Vektorraum mit Basis
{vi,...,v,} = B. Setze C = {v},...,v],} mit
n
v} = Zpijvi, mit 1 <j<n.
i=1

Wir zeigen, dass C' eine Basis von V ist.
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Angenommen
0= Z)‘jv; = Z)‘J Zpijvi = Z (Zpij)\j) Vi .
J=1 j=1 =1 i=1 \j=1

Da B linear unabhéngig ist, folgt 3> ; p;;A; = 0 fir alle 7. Diese n Gleichungen
entsprechen gerade der Matrixgleichung

A1 0
Pl :=]:
An 0
Da P invertierbar ist, folgt
A1 A 0 0
| =re =P =
An An 0 0

Es ist also A\; = 0 fiir alle 7. Damit ist C' linear unabhangig. Da die Machtigkeit
von C' gerade der Dimension von V' entspricht, ist C' eine Basis von V. O]

Bemerkung 8.16. Zwei quadratische n x n-Matrizen A und B heissen dhnlich,
genau dann, wenn es eine invertierbare Matrix P gibt mit B = PAP~!. Ahnliche
Matrizen beschreiben also genau denselben Endomorphismus 7" des K", beziig-
lich verschiedener Basen. Man sieht leicht, dass Ahnlichkeit von Matrizen eine
Aquivalenzrelation ist. In der Vorlesung Lineare Algebra II klassifizieren wir die
Endomorphismen 7', indem wir die Aquivalenzklassen klassifizieren. Wir suchen
hierbei nach einer Basis B des K™, die einen besonders einpragsame darstellende
Matrix Mp(T') liefert.
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Kapitel 9

Die Determinante

Sei K ein Korper und n eine natiirliche Zahl. In Theorem 2.16 haben wir Charak-
terisierungen invertierbarer Matrizen gesehen. Diese werden wir in diesem Kapitel
noch ergénzen.

Bemerkung 9.1. Sei A € M, (K) mit A invertierbar. Nach Theorem 2.16 hat das
lineare Gleichungssystem A = 0 dann nur die Losung z = 0. Es ist also

KerTy = {z | Az = 0} = {0}.

Mit der Rang-Defekt-Formel 7.16 folgt Rang r(A) = n. Umgekehrt, sei r(A) =n
und sei F Zeilen-reduzierte Stufenform von A. Bei elementaren Zeilenmformungen
andert sich der Zeilenrang nicht, mit Theorem 7.20 ist also r(E) = n, und damit
E = I,,. Mit Theorem 2.16 folgt, dass A invertierbar ist.

Wir haben hiermit gesehen, dass die Matrix A genau dann invertierbar, wenn
r(A) = n. Nach dem Rangsatz 7.20 passiert letzteres genau dann, wenn A aus n
linear unabhéngigen Spaltenvektoren besteht, was wiederum aquivalent dazu ist,
dass A aus n linear unabhéngigen Zeilenvektoren besteht. Wir sehen in diesem
Kapitel: A ist invertierbar, genau dann, wenn die sogenannte Determinante detA
# 0 ist. Determinanten zu definieren ist abstrakter und komplexer als unsere
bisherigen Definitionen. Wir betrachten daher zunéchst den kleinsten interessanten
Fall, die 2 x 2-Matrizen.

Beispiel 9.2. Wir geben ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die
Invertierbarkeit von 2 x 2-Matrizen: Matrix A = (a;;) € M2(K) ist genau dann
invertierbar, wenn ajjass — ajpas # 0. Wir sehen spéter, dass det(A) = ajjaz —
a120921 ist.

Beweis.
a) Sei a;; =0, d.h.
A _ ( 0 a12> .
Q21 A22

Ist A invertierbar, dann ist r(A) = 2 nach Bemerkung 9.1, was genau dann
gilt, wenn a1 # 0 und ag; # 0. Damit ist ajja90 — ajsas; # 0.
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b) Sei nun ay; # 0. Dann bringen wir A durch elementare Zeilenumformungen
auf Zeilen-reduzierte Stufenform

1 —1
A s 1207171 .
0 ag — azaizag;
Nach Bemerkung 9.1 ist A invertierbar, wenn r(A) = 2 ist, was genau dann
gilt, wenn asy — asiapa;; # 0 ist, also wenn ajags — aroa9 # 0 gilt.
]

Beispiel 9.3. Wir benutzen nun das Beispiel der 2 x 2-Matrizen, um die allgemeine
Definition der Determinante zu motivieren. Definiere det : My(K) — K durch

a1; a2
— 11022 — A12021.
Q21 Q22

Wir schreiben im folgenden A = (a; | as) als Matrix mit den Spalten a; = (a1, as;)”

und ay = (a1, a2)’. Wir fassen det als Abbildung auf den Spalten von A auf.

Dann hat die Abbildung det die folgenden Eigenschaften:

D1) det ist multilinear, das heisst linear in der i-ten Spalte, mit i = 1,2. Sei b; =
(b11,b91)T € K2, dann folgt direkt aus der obigen Definition der Determinante,
dass

det(ay + by | az) = det(ay|az) + det(by | as),

Analog zeigen wir det(Aa; | ag) = Adet(ay | ag). Somit ist det linear in der 1.

Spalte. Analog gilt die Linearitéit fir die 2. Spalte.

D2) Sei a; = as = (z,y)T, dann ist det(a; | az) = xy — xy = 0. Wir sagen, dass
det alternierend ist.

D3) Nach obiger Definition von det gilt:

10
det(l2) = det (O 1> =1-0=1.

Wir sagen, dass det normiert ist.

Definition 9.4. Sei K ein Korper und n € N. Eine Abbildung det : M, (K) — K
heilt Determinante, wenn gilt:

D1) det ist multilinear, das heisst, det ist linear in jeder Spalte, also fir 1 < k <n

gilt:
det(ay |-+ | Aag | -+ | an) = Adet(ay | -+ | an),
und
det(ay | -+ | ap+ay |-+ | a,) =det(ay | -+ | ag |-+ | an)+det(ay | -+ |a) |-
D2) det ist alternierend in den Spalten, das heisst det(---|a; |---]a;|...)=0.
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D3) det ist normiert, das heisst det(I,,) = 1.

Bemerkung: Wir zeigen spéter, dass es genau eine Abbildung gibt, die diese
Eigenschaften erfillt. Insbesondere folgt dann aus dem letzten Beispiel, dass die
Determinante einer 2 x 2-Matrix A gerade durch det(A) = aj1a92 — ajoas; gegeben
ist.

Bemerkung 9.5. Sei det eine Determinante, dann gelten die folgenden Eigen-
schaften:

a) Die Determinante einer Matrix mit mindestens einer Nullspalte ist Null.

Gegeben sei eine Matrix A = (ay | ---| ax | -+ - | an) mit a = 0. Dann ist
D1)
detA=(a;|--|0-ag|---]a, = 0-detA=0.
b) Es gilt

D

02 det(- |aptar| | ax+al...)

D1), D2

20D det( - Jag |- lar | ... )+ det(oo [ar] - an|...).

Das ist gerade dann erfiillt, wenn
det(---|ak |-~ |a|...)=—det(---|a |- ]ar]|...), (9.1)

also wenn die Determinante ihr Vorzeichen beim Vertauschen zweier beliebigen
Spalten andert. Induktiv folgt

det(ay |-+ |ag |- |an) = (—1)1“_1det(a;€ lay |- | ap).

Beispiel 9.6. Sei det eine Determinante und sei A € M, (K). Seien 1 <i,j <n
mit ¢ # j.
a) Fir die Elementarmatrizen aus Bemerkung 2.5 gilt:
det P;(A\) = A, detPj(A\)=1 und detQ;; =—1.
Insbesondere folgt det P # 0 fir alle Elementarmatrizen P.

b) Esist det(A-P;;(\)) = Adet(A) und det(AP;;(\)) = det(A) und det(AQ;;(N)) =
—det(A). Insbesondere ist det(AP) = det Adet P fiir Elementarmatrizen P.

c¢) Sei P Elementarmatrix. Dann ist die transponierte Matrix P? wieder eine
Elementarmatrix mit det(P) = det(P7).

Beweis. a) i) Sei

Py(A) = A 7 A#0.
1
Damit ist det(AP;(\)) = det(ar | -~ | Aay | -+~ | an) 2= Adet A.
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i) Sei

1
P,()) = 1 x|, a0
1
Daraus ergibt sich
det(AP;(N) =det(--- | a; | -+ | dai+a; | ...)
2 et A+ Adet(-- [ai |-~ |as|...)
2 det A.

iii) Nach Bemerkung 9.5 b) gilt fiir Q);;, dass det(A - Q;;) = — det A.

b) Wéhle A = [, in a), dann ist mit D3) det(P;;(\)) = A, det(P;;(A)) =1 und
det(Q;;) = —1. Insbesondere: det P # 0 fiir eine Elementarmatrix P und die
Rechnungen in a) zeigen det(AP) = det(A) det(P).

[l

Theorem 9.7 (Produktsatz fiir Determinante). Sei det : M, (K) — K eine
Determinante und seien A, B € M, (K).

1) Die Determinante ist multiplikativ, das heisst det(AB) = det Adet B.

2) Es ist det A # 0 < A ist invertierbar. In diesem Fall ist det(A™!) =
(det A)~L.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Félle, ob A invertierbar ist oder nicht.

a) Sei A invertierbar. Dann gibt es ein P, so dass PA = I, wobei P = P; ... P,
als Produkt von Elementarmatrizen geschrieben werden kann. Es ist P = A~
Daraus folgt, dass A = P~ = P! .. P!, sich A also auch als Produkt von
Elementarmatrizen schreiben lasst. Wiederholtes Anwenden von Beispiel 9.6
ergibt:

det(BA) = det(BP ... P[Y)
=det(BP ... Py ') det P

=det Bdet P, " ... det P, *

= det Bdet A.

Insbesondere, wihle B = A~!, dann ist mit D3):
1 =detI, = det(A'A) = det A~ det A.

Also ist det A # 0 und det(A™!) = (det A)~1.
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b) Sei A nicht invertierbar. Bringe A auf Spaltenreduzierte Stufenform AP, wobei
P wieder ein Produkt von Elementarmatrizen ist. Damit ist P invertierbar.

Da A nicht invertierbar ist, hat die Spalten-reduzierte Stufenform AP min-
destens eine Nullspalte. Dies folgt aus einem Spalten-Analogon von Theorem
2.16. Damit folgt aus Bemerkung 9.5, dass det AP = 0 ist. Da P invertierbar
ist, verwenden wir a) und formen um auf

0=det AP 2) det Adet P.

Da det P # 0 nach a), ist det A = 0.

Da A nicht invertierbar ist folgt mit Bemerkung 9.1, dass r(A) < n ist.
Schreibe die linearen Abbildungen T : K™ — K",z + Az und T : K" —
K",z — Bx. Wende Theorem 7.16 auf die folgende lineare Abbildung an:

Tg im A — K", Ax — BAx

imA

Dann ist r(A) = r(TB‘. A) + n(TB‘ A). Das kxsonnen wir aber schreiben als

im

r(BA) = dim(im Tp4) = dimim(7T| )
- I(TB‘imA>
=r(A4) — n(TB’imA)
<r(4) <n.

Aus Bemerkung 9.1 folgt, dass BA nicht invertierbar ist. Aus dem ersten Teil
von b) folgt det BA = 0. Also gilt

det(BA) =0=0-det B = det Adet B.

]

Korollar 9.8 (Eindeutigkeit der Determinante). Zu jedem Kérper K und jedem
n € N gibt es hochstens eine Determinante det : M,,(K) — K.

Beweis. Sei A € M,,(K). Angenommen A ist nicht invertierbar, dann ist det A = 0
nach Theorem 9.7. Angenommen A ist invertierbar, dann schreiben wir A als
Produkt von Elementarmatrizen, A = [[ P;. Wir erhalten damit det A = [[det P,.
Damit ist der Funktionswert det A eindeutig durch A bestimmt. Es gibt also
hochstens eine Funktion det : M, (K) — K. O

Korollar 9.9. Fiir det : M, (K) — K eine Determinante gilt det(A) = det(AT).

Beweis. Wir benutzen Bemerkung 9.1. Ist A nicht invertierbar, dann ist
r(A) < n. Folglich ist auch r(AT) < n und A" ist nicht invertierbar. Aus
diesen Eigenschaften folgt det A = 0 = det A, nach Theorem 9.7.
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Ist A invertierbar, dann schreiben wir A als Produkt von Elementarmatrizen,
A =[] P;. Wir nutzen aus, dass nach Beispiel 9.6 die transponierte einer Ele-
mentarmatrix wieder eine Elementarmatrix ist mit der gleichen Determinante:
det P, = det PT'. Damit ist

AT=([IP) =(P...P)" =F]...P}
und wir erhalten

det AT = det P! ...det P/
:detPt...detPl
=det P, ...det P

= det (T] P1)

= det A.
O

Bemerkung 9.10. Mit Korollar 9.9 folgt, dass jede Eigenschaft einer Determinante,
die fiir die Spalten von Matrizen gilt, analog auch fiir deren Zeilen gelten muss.
Insbesondere

det : M,,(K) - K

ist eine Determinante, genau dann wenn D1) bis D3) fiir die Zeilen von Matrizen
gelten.

Definition 9.11. Sei A € M, (K). Seien 1 <14, j < n. Matrix AY € M,_;(K) ist
definiert als die Matrix, die aus A durch streichen der i-te Zeile und der j-te Spalte
entsteht.

Beispiel 9.12. Beispielsweise sei

1 2 3 | 3
A=|[4 5 6|, dannist A% = <4 6) .
7 8 9

Theorem 9.13 (Existenz der Determinante). Sei n eine natirliche Zahl. Definiere
die Abbildung det : M,,(K) — K durch

n = 1:det(ay;) = a1,
n>1:det A=3"(—1)"a; det(A™) fir A € M, (K).

Dann ist det eine Determinante. Da nach Korollar 9.8 die Determinante eindeutig
ist, sprechen wir im folgenden von der Determinanten.

Beispiel 9.14. Sei A = (a;;) € M,(K). Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2:

det <a11 a12> = (=1)" an det(AM) + (=1)* ag det(A*")

a1 Q22
= Q11 det(agg) — 921 det(a12)

= a11G22 — A21G712.
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Und im Fall n = 3 gilt:

det A = (—=1)"ay det A™ 4 (=1)*ag; det(A?h) 4 (—=1)*ag; det(Ah)

Q12 Q13 Q12 Q13 aiz2 a3
= a1 det — a9 det + as; det
a3z A33 32 Aa33 A2 Qa23

= (11022033 + A12023031 + Q13021032 — A13G22031 — (12021033 — A11023032.

Beweis von Theorem 9.13. Wir machen Induktion nach n, und zeigen, dass D1)
bis D3) fur die Zeilen von A € M,,(K) gelten. Mit Bemerkung 9.10 folgt dann die
Behauptung.

D1)

D2)

Wir zeigen, dass die definierte Abbildung det linear in der ersten Zeile
ist. Die Matrix A hangt nicht von der 1. Zeile von A ab, demnach ist
der Summand aq; - det A linear in der 1. Zeile von A. Sei @ > 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist A" linear in der 1. Zeile, wonach a;; det A%
linear in der 1. Zeile ist. Es folgt insgesamt, dass det linear in der 1. Zeile ist.
Analog gehen wir fiir jede andere Zeile vor. Folglich ist det multilinear und
es gilt D1).

Seien Zeilen k und [ von A gleich, mit k > [. Sei i # k, [, dann hat A" zwei
gleiche Zeilen. Nach Induktionsvoraussetzung ist det A" = 0. Daraus folgt

det A = (—1) ay; det(AM) + (—1)"ay det(A™). (9.2)

Wir bezeichnen die Zeilen der Matrix A mit aq,as,...,a,. Im folgenden
benutzen wir die Notation a; sowohl fiir die jte Zeile von A, als auch fir die
um einen Eintrag verkiirzte korrespondierende Zeilen von A*! beziehungsweise
A Nach Voraussetzung ist a, = a; und es ist A = (ay | -+ | a; | -+ |
p1 | g | o | an)?, sowie AN = (ay |- [ [apa [ Tag || an)T
Da a; = ax haben beide Matrizen die selben Zeilen, nur in unterschiedlicher
Reihenfolge. Wir sortieren die Zeilen so um, dass sie in der gleichen Reihenfolge
A= (g =ar | ar | - | a-1 | as41 | ...ayn) sind. Nach Bemerkung 9.5
brauchen wir fiir A¥! insgesamt [ — 1 Vertauschungen um auf diese Form zu
kommen. Wir erhalten

det A* = (—1)"" det A'.

Analog ergibt sich

det A" = (—=1)"2det A,
da hier die Zeile q; fehlt.
Wir setzten das in Gleichung (9.2) ein und erhalten

det A = (—1)"ag det A + (—1)""Lay det A’
— ((—1)’“”%1 + (—1)k+l_1al1) det A’
=0-detA =0.

Hier benutzen wir die Vorraussetzung ax; = a;;.
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D3) Esist det I, = (—1)"lay; det I1' + 0+ 0+ --- =1 -det [,_; = 1.
0

Korollar 9.15 (Laplacesche Entwicklungssatz). Sei A € M, (K'). Dann gelten die
folgenden beiden Formeln:

1. Entwickelung nach j-ten Spalte:

det A=>(=1)"a;det AV,  fir1 <j<n.
i=1

2. Entwickelung nach i-ten Zeile:

det A=Y "(-1)""a;det A9,  firl<i<n.
=1

Beweis. Wir definieren die beiden Matrizen (a;;) = A = (a; | -+ | a,) und
(sz) =B = (CLj | aq | cee | aj—1 | Aj41 | cee | an) mit Spalten ary...,0n in den
angegebenen Reihenfolgen. Dann gilt nach Bemerkung 9.5

det A= (—1)""'-det B

L3 (_1)i=1 3 (1) by, det B!
=1
= Z(—l)”jaij det AZJ
i=1

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten Behauptung, zusammen mit Bemerkung
9.10. =

Beispiel 9.16.  a) Sei A = (a;;) € M,(K) mit a;; =0 fir ¢ > j, d.h.

ko ok %
0 =* *

A=19 0
ES

Man nennt eine Matrix in dieser Form eine obere Dreiecksmatriz. Sind die
Eintréage auf ihrer Diagonale ebenfalls Null, so heisst sie strikte obere Drei-
ecksmatrix. Wir behaupten: Ist A = (a;;) eine obere Dreiecksmatrix, dann ist

det A = H?:l Q-

Beweis. Wir machen Induktion nach n, und entwickeln die Determinante
nach der ersten Spalte. Sein = 1, dann ist det(a;1) = a1, und die Behauptung
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gilt. Sein > 1 und A € M,,(K). Dann ist

det A = 37 (=1)" g, - det A™

=1

= (—1)1+1a11 - det AH +0+---

=daiy det AH

LV.

= ai Qg4
i=2

n
= H Q-
i=1

b) Sei A € M,(K) und B € M,,(K). Sei

C::[A *

0B € Myim(K).

Wir behaupten, dann ist det C' = det A - det B.

+0

Beweis. Wir machen Induktion nach n +m ,und entwickeln die Determinante nach

der ersten Spalte. Es ist

n+m
det C °=° 37 (=1)*e;y det O
i=1
- : A o«
_ 1)+l
—Zz:;( 1) azldetl 5 B]

—

M=

vV

(—l)iﬂaﬂ - det Ail det B
1

913 Jet A - det B.

~.
I

Beispiel 9.17 (Vandermondsche Determinante). Seien xy, .

verschieden. Sei

1z 22 !

1 zy 23 ay
A(xla 7xn) - . . .

1z, 22 -+ 2!

Dann gilt det A = [];-;(z; — ).

O

.., Ty € K paarweise

Definition 9.18. Eine bijektive Abbildung {1,2,...,n} — {1,2,...,n} heifit
Permutation (von n Objekten). Wir definieren S,, als die Menge aller Permutationen
von n Objekten. Die Menge 5,,, zusammen mit Komposition von Abbildungen,
ist eine Gruppe, siehe Beispiel 6.6 aus dem Grundlagenkapitel. Wir nennen S,
symmetrische Gruppe von Grad n. Wir wissen bereits aus dem Grundlagenkapitel,
dass die Gruppe S,, nicht abelsch ist fiir n > 3, und es ist |S,| = n!.
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Notation 9.19. Fiir die Notation von Permutationen gibt es zwei Schreibweisen,
die Matrix-Notation (siche Grundlagenkapitel) und die Zykel-Notation:

a) Schreibe

”:[0(11) 0(22) N len)]

in der Matriz-Notation fur die Permutation o : {1,...,n} — {1,...,n}. Es
ist zum Beispiel
12 .. (1 2
==l )
b) In Zykel-Notation schreiben wir ¢ = (ajas...a,) fir die Permutationen
o € .5, mit
a1 > Ao
a9 —r as
Ar—1 > Qr
A, — a.

Mittels Komposition von Abbildungen o o 7 =: ¢ - 7 = o7 gilt beispielweise:

S2 ={(1)(2),(12)},
S3 = {(1)(2)(3), (12)(3), (13)(2), (23)(1), (123), (132)},

beziehungsweise

8 9
4 3

o =

1 f = (162)(359)(48)(7).

345 67
6 58 9 27
Zyklen der Lange eins werden in dieser Schreibweise typischerweise nicht geschrieben.
Sei v = (132) und 8 = (415) mit o, 5 € Se. Damit folgt - = (132)(415) = (15432).

Zykel (aj ...as) und (by...b;) heissen disjunkt, falls {a1,...as} N{b1,...,b0;} =10
ist. Man sieht leicht, dass disjunkte Zykel kommutieren.

Theorem 9.20. a) Jede Permutation kann als Produkt von disjunkten Zyklen
geschrieben werden. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf die Reihenfolge
der Zykel.

b) Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden.
(Diese Darstellung ist nicht eindeutig.)

Beweis. Sei 0 = id, dann ist ¢ = (1)(2)(3) ... (n) Produkt disjunkter Zykel. Sei
o #id.

i) Wahle a; € {1,...,n} beliebig mit o(a;) # a;. Definiere as = o(a;). Wir
setzten dieses Vorgehen induktiv fort: Falls o(a;) & {a1,...,a;} ist, definiere
ai+1 = o(a;). Angenommen o(a;11) = a; mit 2 < j <. Dann ist o(aj_1) =
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a; = o(a;41), woraus aber a;_; = a;41 aus der Bijektivitat der Permutation
folgt. Dies ist ein Widerspruch zur Konstruktion der Elemente a;. Es ist also
o(aiy1) = a; mit j < i nur moglich fiir j = 1. Damit ist o(a;41) = a1. Sei
71 = (aq ...a;). Dann ist insbesondere 71(b) = b fiir b & {ay,...,a;}, und es
folgt 7' o o(ax) = 7 tars1 = ay fiir 1 < k <.

ii) Angenommen {ai,...,a;} € {1,...,n} und 77 'c # id. Wihle b; mit
77 lo(b1) # b. Wende i) an mit Permutation 7~ 'o. Wie in i) wiederho-
len wir die Abbildung immer wieder, bis wir wieder auf b; landen. Dies
liefert den Zykel 7o = (by...b;). Da {1,...,n} endlich ist, folgt induktiv,
dass 771, .. 75 'ry to = id ist. Also ist 0 = 7y7y ... 7, Produkt von disjunkten
Zyklen.

iii) Fir Aussage b) schreiben wir die Permutation o zunéchst als Produkt von
disjunkten Zyklen, wie in a). Wir schreiben in diesem Produkt einen r-Zykel
als Produkt von Transpositionen durch

(aras...a,) = (a1a.)(a1a,—1) ... (a1a3)(aras).

O

Definition 9.21. Eine Matrix in M,,(K) heiBt Permutationsmatriz, falls jede Zeile
und jede Spalte jeweils genau einen Eintrag Eins hat und sonst Eintrage Null hat.

Beispiel 9.22. Das sogenannte Kronecker-delta d;; ist definiert durch d;; = 1 falls
i = j und 0 sonst. Definiere fir o € S, die Matrix P, = (P;;) mit P;; = 0,0()).
Beispielsweise fiir Permutation ¢ = (12) und Permutation 7 = (123) ist

010 0 01
P=|100|, P=|100

0 01 010
Es ist P, eine Permutationsmatrix mit P, = (es(1) | - | €o(n)), denn die j-te Spalte
von P, ist

Py O10(5)

by 020/(j)

: = : = 60(]')
Poj Ono(j)

Lemma 9.23. Seien o, 7 € S,,, dann ist P, P, = P,.

Beweis. Es ist
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Definition 9.24. Sei o € S,,. Definiere sgn(o) = det P,, dass Signum beziehungs-
weise Vorzeichen der Permutation o. Wir nennen o gerade, falls sgn(o) = 1 und
ungerade, falls sgn(o) = —1 ist.

Bemerkung 9.25. a) Die Abbildung sgn : S, — {£1} ist multiplikativ, also
sgn(om) = sgn o sgn . Dies folgt direkt daraus, dass wir das Signum {iber die
Determinante definiert haben und wir bereits wissen, dass diese multiplikativ
ist. Vergleiche dazu Theorem 9.7 und Lemma 9.23.

b) Sei ¢ = 7y ...7s Produkt von Transpositionen (siche Theorem 9.20). Dann
folgt induktiv, dass sgno = sgn(m...7s) = sgn7y...sgn7,. Wir konnen
leicht nachrechnen, dass das Signum einer Transposition —1 ist. Damit folgt
sgno = (—1)%.

Beispiel 9.26. Sei A € M,(K). Berechne det A mittels der Eigenschaften D1) —
D3) der Determinante und Bemerkung 9.5. Sei e; = (1,0)7 und ey = (0,1)7 die
Standardbasis von K?. Sei A = (a; | az) = (a;;), dann ist

det A = det (CL11€1 “+ ag1€9 ’ ai2e1 + a2262>
D1)
= a1 det(el | a12€1 + aggeg) + 21 det(62 | a12€1 + CL22€2)

D1
:) a11a12 det(el | 61) + a11a92 det(el | 62)

+ as1G12 det(ez | 61) + as1a92 det(eg | 62)

D2
:) a11a99 det(el | 62) “+ a12091 det(€2 | 61)

9iS 11092 det(el | 62) — 124921 det(el | 62)

D3)
= Q11Q22 — A21421.

Theorem 9.27 (Leibniz Formel). Sei A € M,,(K), dann ist

det A = Z sgN(0) s (1)1G0(2)2 - - - Go(n)n-
UGSn

Beweis. Mittels D1) — D3) und Bemerkung 9.5 gilt:

n n n
det A = Z Z T Z A311A452 -+« Qi det(eil | iy | e | ein)

i1=1142=1 in=1
D2)

= Z Ag(1)1 -+ - Ao(n)n det(Pg)

O‘ESn

= Z sgn(0)ao(1)1 - - - Ao(nyn-

UESn

]

Theorem 9.28 (Cramersche Regel). Sei A € M,(K). Definiere A = (ay;) mit
(ai;) = (—1)""9 det A7". Dann gilt

A-A=A-A=(detA)-1I,.

Inshesondere gilt fiir eine invertierbare Matriz A, dass A" = (det A)~ - A ist.
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i) Wahle festes k,l € {1,...,n}. Sei B := (b;;) € M,(K) mit
B=(a| - faalalap| - fax]-|an),

das heisst, Matrix B entsteht aus Matrix A, indem wir die k-te Spalte von A
in die [-te Spalte kopieren. Dann ist mit D2):

0 falls k # [,

det B = { det A falls & = 1.

ii) Berechne det B durch den Laplaceschen Entwickelungssatz nach der I-ten
Spalte. Es ist B? = A" und b;; = aj, fiir 1 <i < n. Also

(—=1)"'b; det B*

-

s
I
—

det B =

I

s
Il
—_

((—1)”1 det A”) o

Qg = (;1 : A)lkz~

Il

s
Il
—

Daraus folgt mit i):

= ] 0 falls k #£ [
(A- A = { det A falls k = 1.

und somit

A-A=detA-1I,.
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