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Vorwort

Das vorliegende Skript zur Linearen Algebra folgt auf zehn Vorlesungen zu den
Grundlagen der Mathematik, in denen die Anfänge der Aussagenlogik, Beweismetho-
den inklusive Induktionsbeweise, Abbildungen, Äquivalenzrelationen, Abzählbarkeit
von Mengen und algebraische Grundstrukturen abgehandelt wurden. Der Leser
sei gewarnt, Skript und Vorlesung stimmen nicht immer überein. Eine eigene Mit-
schrift in der Vorlesung ist auch deshalb ratsam, als dies über die Mathematik
hinausgehende Fähigkeiten eintrainiert.

Der vorliegende Text hat von vielen Quellen profitiert, die an dieser Stelle nicht
mehr alle nachvollziehbar sind. Insbesondere beruht er auf Ausarbeitungen zur
Linearer Algebra von vielen Kollegen, insbesondere in Oxford und Stuttgart. Ihnen
allen gilt mein Dank. Dank geht auch an Herrn Saeer Noorani für das Tippen
eines Grossteils dieses Manuskriptes. Ohne seinen Einsatz würde dieses Skript nicht
existieren. Das Manuskript wurde recht schnell Korrektur gelesen und angepasst;
es ist anzunehmen, dass der Text deshalb noch Fehler enthält. Das gesetzte Latex
entspricht nicht an allen Stellen den Regeln ordentlichen Schreibens, und sollte
daher nicht als Vorbild für die Erstellung von eigenen Abschlussarbeiten dienen.
Dem Leser wird geraten, den Text kritisch und nach Verständnis suchend zu lesen.

Die meisten Textbücher zur Linearen Algebra sind erheblich sorgfältiger geschrieben
als dies für ein Skript üblich ist. So kann auch dieses Skript die gute und reichhaltige
Literatur zur Linearen Algebra nicht ersetzen, und dem Leser wird empfohlen,
sein Studium durch die vielfältig vorhandene Literatur zu ergänzen. Textbücher
sind sehr unterschiedlich im Schreibstil, manche kurz und abstrakt, andere mit
vielen Details und Beispielen. Den Studierenden wird geraten sich wenigstens ein
Textbuch zur Linearen Algebra zu suchen, mit dem er oder sie gut zurecht kommt,
und dieses ergänzend zum Skript zu lesen.

Stuttgart, den 29. Dezember 2019.
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Kapitel 1

Matrizen

In diesem Kapitel sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1R, beispielsweise
ist R ∈ {Z,R,C,Zm | m ∈ N}. Matrizen sind wichtige Objekte der Linearen
Algebra; das Rechnen mit Matrizen ist fundamental in Linearer Algebra. Die
saloppe Definition einer Matrix ist:

Definition 1.1. Seien m,n ∈ N. Eine m× n-Matrix ist ein rechteckiges Schema
mit m · n Zahlen aus R (oder Variablen), angeordnet in m Reihen und n Spalten.

Beispiel 1.2.
(

2 0 −3
0 −1 4

)
ist eine 2× 3-Matrix mit Einträgen in Z.

1
2
0
−5

3

 ist eine 3× 1-Matrix mit Einträgen in Q, auch Spaltenvektor genannt.

(
0, 7

√
3 −π

)
ist eine 1×3-Matrix mit Einträgen in R, auch Zeilenvektor genannt.

Notation 1.3. a) Sie R ein kommutativer Ring mit Eins. Formal ist eine Matrix
definiert als eine Funktion A : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → R, wobei gilt
(i, j) 7→ A((i, j)) mit A((i, j)) =: aij. Wir schreiben diese Matrix als

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · ·
...

...
...

. . .
...

am1 · · · · · · amn

 =: (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

= (aij).

Hierbei heisst aij der (i, j)te Eintrag der Matrix A. Man schreibt auch Aij
für den (i, j)ten Eintrag einer Matrix A.

b) Mm×n(R) ist definiert als die Menge aller m× n-Matrizen mit Einträgen in
R. Man schreibt auch Rm×n statt Mm×n(R). Ist n = m, so heißt eine Matrix
A ∈Mn×n(R) quadratische Matrix. Man schreibt Mn(R) statt Mn×n(R). Die
Menge der Spaltenvektoren Mm×1(R) wird auch mit Rm bezeichnet.

c) Aus (a) und der Definition von Gleichheit von Funktionen folgt: Zwei Matrizen
A = (aij) ∈ Mm×n(R) und B = (bij) ∈ Mp×q(R) sind genau dann gleich,
wenn m = p und n = q und aij = bij ist, für alle 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.
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Definition 1.4. Seien A,B ∈Mm×n(R) und λ ∈ R.

Definiere die Summe A+B als die Matrix mit (i, j)tem Eintrag aij + bij , für
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Definiere die Matrix λ · A als die Matrix mit (i, j)tem Eintrag λ · aij, für
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Beachte, dies definiert Abbildungen

+ : Mm×n(R)×Mm×n(R)→Mm×n(R), (A,B) 7→ A+B,

· : R×Mm×n(R)→Mm×n(R), (λ,A) 7→ λ · A.

Elemente λ ∈ R heißen in diesem Zusammenhang auch Skalare.

Beispiel 1.5. Wir haben(
2 0 −3
0 −1 4

)
+
(

1 2 3
4 5 0

)
=
(

3 2 0
4 4 4

)
,

(−2) ·
(

2 0 −3
0 −1 4

)
=
(
−4 0 6
0 2 −8

)
.

Wir werden viel mit Matrizen in dieser Vorlesung rechnen. Deshalb ist es sinnvoll
sich die Rechenregeln für Matrizen sorgfältig anzuschauen:

Lemma 1.6. Seien A,B,C ∈Mm×n(R). Dann ist

i) A+B = B + A,

ii) (A+B) + C = A+ (B + C).

Insbesondere folgt, dass (Mm×n(R),+) eine abelsche Gruppe ist mit neutralem

Element 0 :=


0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

, auch Nullmatrix genannt. Die additiv inverse Matrix

zu A = (aij) ∈Mm×n(R) ist die Matrix −A := (−aij) ∈Mm×n(R).

Beweis. Folgt durch direktes Nachrechnen aus den Gruppenaxiomen für (R,+).
Beispielsweise haben wir:

i) Da A,B ∈Mm×n(R) folgt aus Definition 1.4 auch A+B und B + A sind in
Mm×n(R).
Der (i, j)te Eintrag von A+B ist aij + bij, für 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.
Der (i, j)te Eintrag von B + A ist bij + aij, für 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.
Da Addition in R kommutativ ist, gilt aij + bij = bij + aij für alle Indizes
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Damit folgt A+B = B + A.

ii) Die zweite Behauptung wird analog zur ersten Behauptung bewiesen.
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iii) Wir haben für eine beliebige Matrix A ∈Mm×n(R):

A+ 0 = (aij) + 0 = (aij + 0) = (aij) = A,

0 + A = · · · = A.

Also ist die Nullmatirx das neutrale Element bezüglich Addition in Mm×n(R).

iv) Wir haben für eine beliebige Matrix A ∈Mm×n(R):

A+ (−A) = (aij) + (−aji) = (0) = 0,
(−A) + A = (−aij) + (aji) = (0) = 0.

Also ist −A das additive Inverse zu A ∈Mm×n(R)

Bemerkung 1.7. Nach dem Grundlagenkapitel ist das additive Inverse eines
Elementes einer Gruppe eindeutig bestimmt. Seien A,B ∈ Mm×n(R). Definiere
A − B := A + (−B). Es gilt wiederum nach abstrakten ÜBerlegungen aus dem
Grundlagenkapitel:

−(A+B) = −A+ (−B) = −A−B.

Beweis. Wir benutzen die Eigenschaften aus Lemma 1.6, um die Behauptung
nochmals nachzurechnen. Es gilt:

(A+B) + (−A−B) = A+ (B + ((−A) + (−B)))
= A+ (B + (−B) + (−A))
= A+ (0 + (−A))
= A+ (−A)
= 0.

Da das additive Inverse in einer Gruppe nach dem Grundlagenkapitel eindeutig
bestimmt ist, folgt:

−(A+B) = −A−B.

Lemma 1.8. Seien A,B ∈Mm×n(R) und λ, µ ∈ R. Dann gilt:

i) λ · (A+B) = λ · A+ λ ·B,

ii) (λ+ µ) · A = λ · A+ µ · A,

iii) (λ · µ) · A = λ · (µ · A),

iv) 1 · A = A.

Beweis. Direktes Nachrechnen. Benutzt die Ringaxiome in R.

Bemerkung 1.9. Schreibe 0R und 1R für das Nullelement bzw. das Einselement
von Ring R. Es gilt für A ∈Mm×n(R):
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i) 0R · A = 0, wobei die letzte Null die Nullmatrix ist,

ii) (−1R) · A = −A.

Beweis. i) Für A ∈Mm×n(R) gilt:

0R · A = (0R + 0R) · A (da 0R neutrales Element bzgl. + in R),
= 0R · A+ 0R · A (nach Distributivgesetz 1.8 ii) ).

Addiere das additives Inverse −0R · A zu dieser Gleichung von rechts, dann
erhalten wir mit Lemma 1.6:

0R · A+ (−0R · A) = (0R · A+ 0R · A) + (−0R · A),
= 0R · A+ (0R · A+ (−0R · A)),
= 0R · A+ 0,
= 0R · A,

was impliziert, dass 0 = 0R · A ist.

ii) Es gilt aufgrund der Ringaxiome und Lemma 1.8:

A+ (−1R) · A 1.8 iv)= 1R · A+ (−1R) · A,
1.8 ii)= (1R + (−1R)) · A,

= 0R · A = 0.

Wir haben also ein Element X := (−1) ·A gefunden mit A+X = 0 = X +A.
Das additive Inverse zu A ∈ Mm×n(R) ist eindeutig bestimmt, also ist das
additive Inverse zu A das Element (−1R)·A, beziehungsweise als Gleichunggilt
−A = (−1R) · A.

Definition 1.10. Sei A ∈Mm×n(R) und B ∈Mn×p(R). Definiere Multiplikation
von Matrizen durch

Mm×n(R)×Mn×p(R)→Mm×p(R), (A,B) 7→ A ·B.

Hierbei ist X := A ·B ∈Mm×p(R) die Matrix mit (ij)tem Eintrag

Xij = (A ·B)ij :=
n∑
k=1

aik · bkj

für alle 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p.

Beispiel 1.11. Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen.

a) i) Wir berechnen ein spezielles Matrixprodukt, „Zeile mal Spalte“:

(
1 2 3

) 4
5
−6

 =
(
1 · 4 + 2 · 5− 3 · 6

)
= (−4) ∈M1×1(Z).
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ii) Allgemeiner haben wir
1 2
3 0
−1 2
1 1

 ·
(

4 −1 0
0 2 1

)
=


1 · 4 + 2 · 0 1(−1) + 2 · 2 1 · 0 + 2 · 1
3 · 4 + 0 · 0 3(−1) + 0 · 2 3 · 0 + 0 · 1
−1 · 4 + 2 · 0 (−1)(−1) + 2 · 2 (−1) · 0 + 2 · 1
1 · 4 + 1 · 0 1(−1) + 1 · 2 1 · 0 + 1 · 1



=


4 3 2
12 −3 0
−4 5 2
4 1 1

 .

b) Wir schreiben eine Matrix A auch als A =


a1
a2
...
am

, mit der Be-

deutung, dass A die Zeilen a1, a2, . . . , am hat. Wir schreiben auch B = b1 b2 . . . bp

, mit der Bedeutung, dass B die Spalten b1, b2, . . . , bp hat.

Dann ist
A ·B = (ai · bj)1≤i≤m

1≤j≤p
.

In Worten bedeutet dies: der (i, j)te Eintrag von A ·B ist das Produkt ai · bj ,
von Zeile i mal Spalte j, wobei ai · bj durch 1.10 definiert ist.

Beispiel 1.12. a) Man nennt eine Matrix D = (dij)1≤i,j≤n ∈Mn(R) eine Dia-
gonalmatrix, falls dij = 0 für alle i 6= j. Das heisst die Matrix D hat die
Form:

D =


d11

d22 0

0 . . .

dnn

 =: diag(d11, d22, . . . , dnn);

beispielsweise ist 1 0 0
0 5 0
0 0 −3

 = diag(1, 5,−3).

Die Matrix In := diag(1, 1, . . . , 1) ∈Mn(R) heißt Einheitsmatrix oder Identi-
tätsmatrix.

b) Sei 1 ≤ i, j ≤ n. Definiere Eij ∈ Mn(R) als Matrix mit Eintrag Eins in
Position (i, j) und Null überalll sonst.

(Eij)kl :=

1 falls k = i, l = j,

0 sonst.
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Diese Matrizen nennt man Standardmatrix oder Standard-Einheitsmatrix oder
Matrixeinheit. Zum Beispiel haben wir für n = 2:

E11 =
(

1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 0
1 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)
.

Dann ist

EijEkl =

Eil falls j = k,

0 sonst.

und
In = E11 + E22 + · · ·+ Enn =

n∑
i=1

Eii.

Sei A = (aij) ∈Mn(R). Dann ist

Eij·A =



j

0 · · · · · · 0
0 · · · · · · 0

i 0 0 1 0

0 . . .
. . . 0

0 · · · · · · 0

·

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · ·
...

...
...

. . .
...

an1 · · · · · · ann

 =


0 · · · · · · 0
0 · · · · · · 0

i aj1 aj2 · · · ajn
0 · · · · · · 0
0 · · · · · · 0

,

d.h. die j-te Zeile von A wird in Zeile i geschrieben und alle anderen Einträge
werden Null. Und es ist

A·Eij =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · ·
...

...
...

. . .
...

an1 · · · · · · ann

·
j



0 · · · 0
0 · · · 0
... 1

... i
0 · · · 0
0 · · · 0

=



j

0 0 a1i 0
0 0 a2i 0
...

...
...

...
0 0 0
0 0 ani 0

,

d.h. die ite Spalte steht in Spalte j und alle anderen Einträge sind Null.

Lemma 1.13. Seien A,B,C,D Matrizen mit Einträgen in R. Wenn immer die
Summen und Produkte definiert sind, dann gilt:

a) A · (B · C) = (A ·B) · C Assoziativgesetz

b) (A+B) · C = A · C +B · C Distributivgesetz
D · (A+B) = D · A+D ·B

Beweis. Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen:

a) Damit A·(B·C) definiert ist, benötigen wir, dass A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×p(R)
und C ∈ Mp×q(R). Angenommen dies gilt, dann folgt: der (i, j)te Eintrag
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von A · (B · C) ist

A · (B · C) 1.10=
n∑
k=1

aik(B · C)kj

1.10=
n∑
k=1

aik

( p∑
t=1

bktctj

)

=
n∑
k=1

p∑
t=1

aikbktctj.

Im letzten Schritt benutzen wir die Ringaxiome von R, wie das Distributivge-
setz in R und das Assoziativgesetz für die Multiplikation in R. Analog zeigt
man

(A ·B) · C =
p∑
t=1

n∑
k=1

aikbktctj.

Da Addition in R kommutativ ist, folgt:

A · (B · C) = (A ·B) · C.

b) Übung.

Bemerkung 1.14. Da Multiplikation von Matrizen assoziativ ist, schreiben wir
A ·B · C statt A · (B · C)oder(A ·B) · C. Wir schreiben

An := A · A · A · · · · A︸ ︷︷ ︸
n mal

, n ∈ N,

A0 := In.

Theorem 1.15. Sei n ∈ N und sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann
ist (Mn(R),+, ·) ein Ring mit Einselement In = diag(1, . . . , 1). Ist n = 1, so ist
M1(R) = R kommutativ. Für n ≥ 2 ist Mn(R) nicht kommutativ.

Beweis. a) Nach Lemma 1.6 ist (Mn(R),+) eine abelsche Gruppe. Nach Lemma
1.13 ist Multiplikation assoziativ, und die Distributivgesetze gelten. Mit
Definition 1.10 folgt In ·A = A = A · In, für alle A ∈Mn(R), das heisst, In ist
das neutrale Element von Mn(R) bezüglich Multiplikation. Also ist Mn(R)
ein Ring mit Eins.

b) Sei n = 1. Da R ein kommutativer Ring ist, gilt ab = ba, für alle a, b ∈ R.
Also ist

(a) · (b) 1.10= (ab) = (ba) 1.10= (b) · (a), (1.1)
das heisst, M1(R) ist kommutativ.
Sei n ≥ 2. Es gilt E12 · E11 = 0 und E11 · E11 = E12. Also ist Mn(R) nicht
kommutativ.

Bemerkung. Es gibt Matrizen A,B ∈Mn(R) mit A 6= 0, B 6= 0, aber mit AB = 0.
Man nennt in diesem Fall die Elemente A,B aus dem Ring Mn(R) Nullteiler.
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Definition 1.16. Sei A ∈Mn(R). Dann heißt A invertierbar, falls es eine Matrix
B ∈Mn(R) mit

AB = In = BA.

Die Matrix B heißt zu A inverse Matrix.

Bemerkung 1.17. a) Da Multiplikation in Mn(R) assoziativ ist, folgt aus dem
Grundlagenkapitel, dass die inverse Matrix zu A eindeutig ist. Wir schreiben
für die zu A inverse Matrix A−1.

b) Angenommen A,B ∈Mn(R) sind invertierbar, dann ist auch AB invertierbar
mit

(AB)−1 = B−1A−1

Beweis. Diese Behauptung wurde allgemeiner im Grundlagenkapitel bewiesen.
Alternativ kann man direkt nachrechnen:

(AB)(B−1A−1) Assoz.= A(B(B−1A−1))
Assoz.= A((BB−1)A−1)

??= A(In · A−1)
1.15= A · A−1

1.16= In.

Analog gilt: (B−1A−1)(AB) = In. Da nach a) die inverse Matrix zu AB
eindeutig ist, folgt (AB)−1 = B−1A−1.

Beispiel 1.18. a) Die Matrix A =
(

2 1
5 3

)
∈M2(Z) ist invertierbar mit inverser

Matrix A−1 =
(

3 −1
−5 2

)
. Wir beweisen dies durch Nachrechnen:

(
2 1
5 3

)(
3 −1
−5 2

)
=
(

1 0
0 1

)
(

3 −1
−5 2

)(
2 1
5 3

)
=
(

1 0
0 1

)
.

b) Die Matrix A =
(

1 0
0 0

)
∈M2(R) ist nicht invertierbar, denn

B · A =
(
b11 b12
b21 b22

)(
1 0
0 0

)
=
(
b11 0
b21 0

)
6=
(

1 0
0 1

)
,

für alle bij ∈ R.

c) Matrix A =
(

1 0
0 2

)
∈M2(Q) hat die inverse A−1 =

(
1 0
0 1

2

)
∈M2(Q), aber

keine Inverse in M2(Z).
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d) Sie R = K ein Körper, beispielsweise R ∈ {Q,R,C,Z2,Z3, . . .}. Die im Fol-
genden definierten Matrizen heissen Elementarmatrizen. Sie sind fundamental
wichtig zum Lösen von linearen Gleichungssystemen. Hier wollen wir festhal-
ten, dass diese Matrizen jeweils invertierbar sind, da jedes Element c 6= 0 aus
dem Körper K ein Inverses hat.

i) Matrix Pii(c) :=



1
. . .

1
c

1
. . .


hat die Inverse Pii(c−1), denn:

Pii(c) · Pii(c−1) = (In + (c− 1)Eii)(In + (c−1 − 1)Eii)
= In + ((c− 1) + (c−1 − 1) + (c− 1)(c−1 − 1))Eii
= In + (c+ c−1 − 2 + cc−1︸ ︷︷ ︸

=1

−c− c−1 + 1)Eii

= In + 0 · Eii
= In.

ii) Sei i 6= j, Pij(c) :=



j

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0

i 0 0 . . . c 0
0 · · · 0 1 0
0 · · · · · · 0 1

 hat die Inverse Pij(−c),

denn

Pij(c) · Pij(−c) = (In + cEij)(In − cEij)
= In + cEij − cEij + c(−c) EijEij︸ ︷︷ ︸

=0 (1.12)

= In.

iii) Für i 6= j sei Qij definiert als die quadratische Matrix mit Eintrag Eins
in Positionen (i, j) und (j, i), sowie mit Einsen auf der Diagonale, ausser
in den Positionen (i, i) und (j, j), die Null sind. Alle weiteren Einträge
seien Null. Dann hat Qij Inverse Qij, ist also selbstinvers, denn

Qij ·Qij = (In − Eii − Ejj + Eij + Eji)(In − Eii − Ejj + Eij + Eji)
= In − Eii − Ejj + Eij + Eji − Eii + Eii − Eij − Ejj
+ Eji − Eji + Eij − Eij + Eii + Eji − Eji + Ejj

= In.

.

Bemerkung 1.19. Da nicht jedes Element ungleich Null im Ring (Mn(R),+, ·)
invertierbar ist, ist Mn(R) kein Körper.

10



Theorem 1.20. Sei R kommutativer Ring mit Eins. Definiere GL(n,R) :=
GLn(R) := {A ∈ Mn(R)|A invertierbar}. Dann ist (GLn(R), ·) eine Gruppe mit
neutralem Element In.
Beweis. i) Sind A,B ∈ GLn(R), dann folgt aus Bemerkung 1.17, dass A ·B ∈

GLn(R) ist. Also ist · : GLn(R) × GLn(R) → GLn(R), d.h. GLn(R) ist
abgeschloßen bezüglich Multiplikation.

ii) Nach Theorem 1.13 ist Matrixmultiplikation assoziativ und In ist das neutrale
Element bezüglich Multiplikation.

iii) Nach Definition gibt es zu jedem A ∈ GLn(R) eine Inverse in GLn(R).

Beispiel 1.21. In diesem Beispiel konstruieren wir mit Hilfe von Matrizen einen
Körper mit vier Elementen. Zunächst wiederholen wir Konzepte aus den Grundla-
gen:

a) Sei m ∈ N. Aus dem Grundlagenkapitel wissen wir, dass (Zm,+, ·) ein
kommutativer Ring mit Eins ist, mit Addition und Multiplikation a+b = a+ b
und a · b = a · b, wobei 0 das neutrale Element bzgl. Addition und 1 das
neutrale Element bezüglich Multiplikation ist.

b) Sei m = 2. Wir berechnen dieAdditionstafel und Multiplikationstafel von
Z2 = {0, 1}: Allgemein ist die Verknüpfungstafel bezüglich einer Verknüpfung
∗ definiert durch:

* b

a a ∗ b .

Die Additionstafel für m = 2 ist:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

.

Die Multiplikationstafel für m = 2 ist:

· 0 1
0 0 0
1 0 1

.

Beachte: a = 1 hat multiplikatives Inverse a−1 = 1. Also jedes Element
a ∈ Z2\{0} hat ein multiplikatives Inverses. Also ist (Z2,+, ·) ein Körper. Im
Grundlagenkapitel haben wir allgemeiner gesehen, dass Zp ein Körper ist,
genau dann, wenn p eine Primzahl ist. In der Algebravorlesung lernt man,
dass endliche Körper pn viele Elemente haben, wobei p eine Primzahl ist, und
n ∈ N; und umgekehrt, zu gegebener Primzahl p und natürlicher Zahl n gibt
es im wesentlichen nur einen Körper mit pn Elementen. Wir schreiben auch
Fp := Z/pZ für den Körper mit p Elementen, beziehungsweise Fpn für den
Köper mit pn Elementen.
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c) Wir definieren nun einen Körper mit vier Elementen: F4 := {I, O,A,B} mit

I :=
(

1 0
0 1

)
, O :=

(
0 0
0 0

)
, A :=

(
1 1
1 0

)
, B :=

(
0 1
1 1

)
.

Dann ist F4 ⊆ M2(F) = M2(Z2). Betrachte (F2,+, ·), wobei + die Matri-
zenaddition und · die Matrizenmultiplikation ist. Wir haben die folgenden
Addition- und Multiplikationstabellen:

+ O I A B
O O I A B
I I O B A
A A B O I
B B A I O

und

· O I A B
O O O O O
I O I A B
A O A B I
B O B I A

.

Beispielsweise ist

A ·B =
(

1 1
1 0

)(
0 1
1 1

)
=
(

1 0
0 1

)
= I.

Insbesondere ist F4 abgeschloßen bezüglich · und +. Da F4 ⊆M2(F2), folgt
aus Theorem 1.15

i) + und · sind assoziativ in F4,
ii) das Distributivgesetz gilt in F4.

Aus der Additions- bzw. Multiplikationstabellen von F4 entnehmen wir:

(iii) O =
(

0 0
0 0

)
ist neutrales Element bezüglich +,

(iv) I =
(

1 0
0 1

)
ist neutrales Element bezüglich · .

(v) Multiplikation ist kommutativ.
(vi) Wir suchen zu X ∈ F4 ein Y ∈ F4 mit X + Y = 0. Additive Inverse zu

O ist O, zu I ist I, zu A ist A und zu B ist B.
(vii) Wir suchen zu 0 6= X ∈ F4 ein Y ∈ F4 mit X · Y = I. Multiplikative

Inverse zu I ist I, zu A ist B und zu B ist A.

Damit folgt aus der Definition des Körpers, dass (F4,+, ·) ein Körper mit
vier Elementen ist.
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Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme

Hilfreich in vielen Anwendungen, aber zentral auch für viele Rechnungen in der
linearen Algebra ist das Lösen von linearen Gleichungssystemen. Sei K ein Körper,
zum Beispiel K ∈ {Q,R,C,Z2,Z3, . . .}.
Definition 2.1. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) in n Variablen x1, . . . , xn
ist ein System von Gleichungen der Form:

a11x+ · · ·+ a1nx = b1 (2.1)
... (2.2)

am1x+ · · ·+ amnx = bm (2.3)

mit m,n ∈ N, aij ∈ K, bi ∈ K für 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n fest vorgegeben, und
x1, . . . , xn gesucht.
Notation 2.2. Sei

A :=


a11 a12 . . . a1n
...

. . .

am1 . . . amn

 ∈Mm×n(K)

und

b :=


b1
...
bm

 ∈ Km = Mm×1(K).

Schreibe

x :=


x1
...
xn

 .
Dann ist x ∈ Kn eine Lösung des linearen Gleichungssystems aus 2.1 genau dann,
wenn

Ax = b.
Die Matrix

(A|b) =


a11 a12 . . . a1n b1
...

. . .
...

am1 . . . amn bm

 ∈Mm×(n+1)(K) (2.4)
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heißt augmentierte/erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems. Ein lineares
Gleichungssystem heisst homogen, falls b = 0 ist; andernfalls heisst es inhomogen.

Beispiel 2.3. Bevor wir die abstraktere Theorie machen, betrachten und lösen wir
das folgende lineare Gleichungssystem mit den später im Kapitel beschriebenen
Methoden:

2x2 + 2x3 − 4x4 = 2
x1 + 2x2 + 3x3 = 5

5x1 + 8x2 + 13x3 + 4x4 = 23.

Setze A =

0 2 2 −4
1 2 3 0
5 8 13 4

 , x =


x1
x2
x3
x4

 und b =

 2
5
23

. Das Gleichungssystem

entspricht dann Ax = b. Wir modifizieren nun die erweiterte Matrix (A | b). Als
erstes vertauschen wir die erste und zweite Gleichung. Unsere Kurznotation für
diese durchgeführte Operation ist (R1 ↔ R2), wobei R für Reihe/Zeile oder das
englische Wort row steht. Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

x1 + 2x2 + 3x3 = 5
2x2 + 2x3 − 4x4 = 2

5x1 + 8x2 + 13x3 + 4x4 = 23.

In der Matrizenschreibweise wird dies durch die folgende erweiterte Matrix wie-
dergegeben, die wir durch das Vertauschen der ersten und zweiten Zeile aus der
Matrix (A | b) erhalten: 1 2 3 0 5

0 2 2 −4 2
5 8 13 4 23

 .
Ersetze nun die 3. Gleichung durch 3. Gleichung minus 5 mal die 1.Gleichung, in
Kurznotation (R3 → R3 − 5R1). Wir erhalten die folgenden Gleichungen bezie-
hungsweise Matrix:

x1 + 2x2 + 3x3 = 5
2x2 + 2x3 − 4x4 = 2
−2x2 − 2x3 + 4x4 = −2,1 2 3 0 5
0 2 2 −4 2
0 −2 −2 4 −2

 .
Ersetze nun die 3. Gleichung durch die 3. Gleichung plus die 2. Gleichung, also
(R3 → R3 +R2); wir erhalten:

x1 + 2x2 + 3x3 = 5
2x2 + 2x3 − 4x4 = 2

0 = 0,
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1 2 3 0 5
0 2 2 −4 2
0 0 0 0 0

 .
Ersetze die 2.Gleichung durch 1/2 mal die 2.Gleichung, also (R2 → 1/2R2); wir
erhalten:

x1 + 2x2 + 3x3 = 5
x2 + x3 − 2x4 = 1

0 = 0,1 2 3 0 5
0 1 1 −2 1
0 0 0 0 0

 .
Zuletzt ziehen wir die 2. Gleichung zweimal von der 1.Gleichung ab, also (R1 →
R1 − 2R2):

x1 + 1x3 + 4x4 = 3
x2 + x3 − 2x4 = 1

0 = 0,1 0 1 4 3
0 1 1 −2 1
0 0 0 0 0

 .
Aus dieser Matrix kann man nun die Lösungen des linearen Gleichungssystems
leicht ablesen: Wähle X3 = α ∈ K und x4 = β ∈ K beliebig, dann ist

x1 = 3− α− 4β
x2 = 1− α + 2β.

Äquvalent dazu können wir die Lösungen des Gleichungssystem durch Vektoren
ausdrücken: 

x1
x2
x3
x4

 =


3− α− 4β
1− α + 2β

α
β

 =


3
1
0
0

+ α


−1
−1
1
0

+ β


−4
2
0
1

 ,
für beliebige α, β ∈ R. Wir formalisieren im Folgenden, was wir in diesem Beispiel
gemacht haben.

Definition 2.4. Seien A,B ∈Mm×n(K). Wir sagen Matrix B entsteht aus Matrix
A durch elementare Zeilenumformungen (EZU), wenn wir B aus A durch eine
endliche Folge der folgenden drei Operationen erhalten:

1. Multipliziere eine Zeile mit einer Konstanten λ ∈ K \ {0}, also (Ri → λRi).

2. Addieren des λ-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile, für ein λ ∈ K, also
(Ri → Ri + λRj).
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3. Vertausche zwei Zeilen, also (Ri ↔ Rj).

In diesem Fall schreiben wir A→ B, gesprochen B entsteht aus A durch elementare
Zeilenumformungen. In obiger Notation steht Ri für Zeile i.

Analog lassen sich elementare Spaltenumformungen (ESU) definieren. Sie eignen
sich im Gegensatz zu elementaren Zeilenumformungen aber nicht zur Lösung von
Gleichungssysteme, da sie die Lösungsmenge verändern.

Bemerkung 2.5. a) Jede elementare Zeilenumformung lässt sich durch eine
weitere elementare Zeilenumformung rückgängig machen. Beispielsweise kön-
nen wir Ri → λRi durch Ri → λ−1R1 rückgängig machen. Hierzu benötigen
wir λ 6= 0.

b) Sei n ∈ N. Die elementaren Zeilenumformungen angewandt auf die Einheits-
matrix In ergeben die folgenden Matrizen:

i)

In
Ri→λRi−→



1
. . .

λ
. . .

1


= Pii(λ) = In + (λ− 1)Eii.

ii)

In
Ri→Ri+λRj−→



1
. . .

1 λ
. . .

1


= Pij(λ) = In + λEij.

iii) Und

In
Ri↔Rj−→



1
. . .

0 . . . 1
1

1 . . . 0
. . .

1


= Qij = In+Eij +Eji−Eii−Ejj.

Die Matrizen Pij(λ) und Qij sind die Elementarmatrizen aus dem vorigen Kapitel.
Sie sind nach Beispiel 1.18 invertierbar.

Lemma 2.6. a) Wendet man eine elementare Zeilenumformung auf eine Matrix
A ∈ Mn×m(K) an, so erhält man die Matrix PA, wobei P ∈ Gl(n,K)
die Elementarmatrix ist, die man erhält, wenn man dieselbe elementare
Zeilenumformung auf In anwendet.
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b) Wenn man eine elementare Spaltenumformung auf eine Matrix A ∈Mn×m(K)
anwendet, so erhält man die Matrix AP , wobei P ∈ Gl(m,K) die Elementar-
matrix ist, die man erhält, wenn man dieselbe elementare Spaltenumformung
auf Im anwendet.

Beweis. 1. Sei A ∈Mn×m(K), und λ ∈ K. Dann gilt

Pii(λ)A = (In + (λ− 1)Eii)A
= InA+ (λ− 1)EiiA,

was die Matrix ist, welche aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile von A mit
λ multipliziert.

2. Es ist

Pij(λ)A = (In + λEij)A
= InA+ λEijA.

Das ist die Matrix, die aus A entsteht, wenn man λ mal Zeile j zu Zeile i
addiert.

3. Es ist

QijA = (In − Eii − Ejj + Eij + Eji)A
= A− (i-te Zeile von A)− (j-te Zeile) + EijA+ EjiA,

was gerade die Matrix ist, die aus A entsteht unter Vertauschung der i-ten
und j-ten Zeile.

Bemerkung 2.7. Wir schreiben A → B, wenn B aus A durch elementare Zei-
lenumformungen hervorgeht. Die Relation → ist eine Äquivalenzrelation auf der
Menge Mm×n(K).

Beweis. i) Die Relation ist reflexiv: A→ A durch die leere Folge von elementare
Zeilenumformungen, für alle A ∈Mn×m(K).

ii) Die Relation ist zudem symmetrisch, da alle elementare Zeilenumformungen
nach Bemerkung 2.5 invertierbar sind: Sei A→ B, für A,B ∈Mn×m(K), so
folgt, dass auch B → A gilt.

iii) Sei A → B und B → C für A,B,C ∈ Mn×m(K), dann entsteht C aus A
durch eine endliche Folge von elementare Zeilenumformungen. Also ist A→ C,
und somit ist die Relation transitiv.

Definition 2.8. Eine m× n Matrix E ist in Zeilen-reduzierter Stufenform (ZRF),
falls gilt:

1. Die Nullzeilen von E liegen unterhalb der Zeile mit Einträgen ungleich Null.
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2. Jede Zeile, die ungleich Null ist, hat einen führenden Eintrag Eins beim Lesen
von links nach rechts.

3. Sind Zeilen i und i+ 1 ungleich Null, dann ist der führende Eintrag in Zeile
i+ 1 echt weiter rechts als in Zeile i (beispielsweise die Eins steht in Zeile i
an fünfter Stelle und in der i+ 1-ten Zeile an der siebten).

4. Enthält eine Spalte einen der führenden Zeileneinträgen, dann sind alle
anderen Einträge in dieser Spalte Null.

Zum Beispiel sind die folgenden Matrizen in Zeilen-reduzierter Stufenform:

0 0 1 0 5 0 0 2
0 0 0 1 3 0 0 13
0 0 0 0 0 1 0 6
0 0 0 0 0 0 1 4
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

0
0
0

 ,

(
0 1
0 0

)
.

Theorem 2.9 (Gauß-Elimination). Sei A ∈Mm×n(K).

a) Dann lässt sich A durch endlich viele elementare Zeilenumformungen umfor-
men zu einer Matrix E in Zeilen-reduzierter Stufenform. Diese Matrix E ist
eindeutig durch A bestimmt.

b) Es existiert eine invertierbare Matrix P ∈ Glm(K) mit P ·A = E. Hierbei ist
P ein Produkt von Elementarmatrizen, wobei diese die Elementarmatrizen
sind, die zu den benutzten elementaren Zeilenumformungen gehören.

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten Aussage, zusammen mit Lemma
2.6. Wir beweisen die erste Aussage durch Induktion nach der Zeilenanzahl m der
gegebenen Matrix A. Ist A = 0 die Nullmatrix, so ist A bereits in Zeilen-reduzierter
Stufenform. Wir nehmen deshalb an, dass A 6= 0 ist. Für den Induktionsanfang
betrachten wir eine Matrix A mit m = 1 Zeilen, also

A =
(
0 . . . 0 a1j ∗ . . . ∗

)
mit a1j 6= 0. Mit der Umformung (R1 → a−1

1j R1) erhalten wir:

E :=
(
0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗

)
.

Matrix E ist in Zeilen-reduzierter Stufenform. Jede Matrix in M1×n(K) lässt sich
also in Zeilen-reduzierte Stufenform bringen.
Wir nehmen an, die Behauptung sei wahr für alle A ∈Mm×n(K), mit beliebigem
n ∈ N. Sei nun m ≥ 2 und sei A ∈M(m+1)×n(K) mit A 6= 0.

a) Wähle j1 minimal mit j1-te Spalte von A ist ungleich Null. Dann existiert
ein (unter Umständen nicht eindeutiges) 1 ≤ i ≤ m + 1 mit aij1 6= 0.
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Wende folgende elementare Zeilenumformungen an: erst (R1 ↔ Ri), dann
(R1 → a−1

ij1R1). Wir erhalten eine Matrix B1 der Form

B1 :=


0 . . . 0 b11 b12 . . . b1t
0 . . . 0 b21 ∗ . . . ∗
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 b(m+1)1 ∗ . . . ∗

 .

Hierbei ist b11 = 1.

b) Wende nun die elementaren Zeilenumformungen (Ri → Ri − bi1R1) an, für
alle 2 ≤ i ≤ m+ 1. Wir erhalten eine Matrix B2 der Form

B2 :=


0 . . . 0 1 b12 . . . b1t
0 . . . 0 0 c11 . . . c1(t−1)
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 cm1 . . . cm(t−1)

 .

Es ist C := (cij) ∈Mm×(t−1)(K), so dass wir die Induktionsvoraussetzung auf
die Matrix C anwenden können.

c) Nach Induktionsvoraussetzung existieren endlich viele elementare Zeilenum-
formungen, mit denen die Matrix C zu einer Matrix E1 in Zeilen-reduzierter
Stufenform umgeschrieben werden kann. Wende dieselben elementaren Zei-
lenumformungen auf die Matrix B2 an. Wir erhalten hierdurch eine Matrix
B3. Seien j2 < j3 < . . . < jr die Spalten von B3, die einen führenden Eintrag
von E1 enthalten. Addiere passende Vielfache der Zeilen R2, . . . , Rm+1 zu
Reihe R1, so dass die Einträge in den Spalten j2, . . . , jr in der 1.Zeile zu Null
werden. Wir erhalten hierdurch in endlich vielen Schritten eine Matrix E in
Zeilen-reduzierter Stufenform.

Beispiel 2.10. In diesem Beispiel bringen wir eine gegebene Matrix auf Zeilen-
reduzierte Stufenform. Gegeben sei eine Matrix A mit

A :=

0 0 2 2 0 2
2 4 2 6 0 4
3 6 0 6 1 3

 .
Wir wenden elementare Zeilenumformungs an, um die Matrix auf Zeilen-reduzierte
Stufenform zu bringen:
R1 ↔ R2 2 4 2 6 0 4

0 0 2 2 0 2
3 6 0 6 1 3


R1 → 1

2R1 1 2 1 3 0 2
0 0 2 2 0 2
3 6 0 6 1 3
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R3 → R3 − 3R1 1 2 1 3 0 2
0 0 2 2 0 2
0 0 −3 −3 1 −3


R2 → 1

2R2 1 2 1 3 0 2
0 0 1 1 0 1
0 0 −3 −3 1 −3


R1 → R1 −R2 und R3 → R3 + 3R21 2 0 2 0 1

0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0

 .
Diese Matrix ist in Zeilen-reduzierter Stufenform.

Lemma 2.11. Gegeben sind zwei lineare Gleichungssysteme mit erweiterten Ma-
trizen (A|b) und (A′|b′). Gehen diese erweiterten Matrizen durch elementare Zeile-
numformung auseinander hervor, so haben die linearen Gleichungssysteme Ax = b
und A′x = b′ dieselbe Lösungsmenge:

{x | Ax = b} = {x | A′x = b′}.

Beweis. Nach Vorraussetzung und Lemma 2.6 existieren Elementarmatrizen U1, . . . Uk ∈
Glm(K) mit

Uk · . . . · U1(A|b) = (A′|b′).
Setze U = Uk · . . . ·U1, dann ist U als Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar,
das heisst, U ∈ Glm(K) und

(A′|b′) = U(A|b) 1.10= (U · A|U · b).

Damit gilt also A′ = U · A und b′ = U · b. Ist also Ax = b, so folgt durch
Multiplikation mit U auch UAx = Ub, also A′x = b′. Umgekehrt, ist A′x = b′, so
ist also UAx = Ub. Da U invertierbar ist, multiplizieren wir die Gleichung von
links mit U−1 und erhalten Ax = U−1UAx = U−1Ub = b. Also folgt insgesamt

{x | Ax = b} = {x | A′x = b′}.

Bemerkung 2.12 (Verfahren zum Lösen von linearen Gleichungssystemen). Sei
Ax = b gegeben. Bringe (A|b) auf Zeilen-reduzierter Stufenform (E|d) wobei
E ∈ Mm×n(K) und d ∈ Mm×1(K). Löse das lineare Gleichungssystem Ex = d.
Dann gilt nach 2.11

{x | Ax = b} = {x | Ex = d}.

Beachte: Ist (E|d) in Zeilen-reduzierter Stufenform dann ist auch E in Zeilen-
reduzierter Stufenform. Angenommen E hat genau l Zeilen ungleich Null. Wir
unterscheiden zwei Fälle:
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1. Ist dT = (d1, . . . , dl, 1, 0, . . . 0), so ist die l + 1-te Gleichung von Ex = d
gerade

0x1 + 0x2 + . . . 0xn = 1.

Das lineare Gleichungssystem Ax = b hat folglich keine Lösungen. Für die
Notation der transponierten Matrix dT vergleiche mit Definition 6.1.

2. Ist d = (d1, . . . , dl, 0 . . . , 0), dann hat das LGS Ax = b Lösungen. Sei I
die Menge der Spaltenindizes j von Spalten, die keine führenden Einträge
enthalten. Setze xj = αj ∈ K beliebig, für alle j ∈ I. Man nennt solche
Variablen xj freie Variablen. Die ersten l Gleichungen bestimmen dann genau
die Lösungen von Ex = d eindeutig in den Parametern αj mit j ∈ I.

Beispiel 2.13. Wir beziehen uns auf Beispiel 2.10.

a) Betrachte das lineare Gleichungssystem

2x3 + 2x4 = 0
2x1 + 4x2 + 2x3 + 6x4 = 0

3x1 + 6x2 + 6x4 = 1.

Erweiterte Matrix ist 0 0 2 2 0
2 4 2 6 0
3 6 0 6 1

 .

Zeilen-reduzierte Stufenform ist1 2 0 2 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1

 .

Das Gleichungssystem hat keine Lösung.

b) Betrachte

2x3 + 2x4 = 0
2x1 + 4x2 + 2x3 + 6x4 = 0

3x1 + 6x2 + 6x4 = 0

Erweiterte Matrix ist 0 0 2 2 0
2 4 2 6 0
3 6 0 6 0

 .
Zeilen-reduzierte Stufenform ist1 2 0 2 0

0 0 1 1 0
0 0 0 0 0

 .
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Wähle x2 = α ∈ K und x4 = β ∈ K beliebig, damit haben wir

x1 = −2α− 2β
x3 = −β.

Also sind die Lösungen des linearen Gleichungssystem gerade
x1
x2
x3
x4

 = α


−2
1
0
0

+ β


−2
0
−1
1


mit α und β beliebig in K.

c) Finde d ∈ K, so dass das linearen Gleichungssystem

2x3 + 2x4 = 2
2x1 + 4x2 + 2x3 + 6x4 = 4

3x1 + 6x2 + 6x4 = d

mindestens eine Lösung hat.

Wir bringen die erweiterte Matrix

0 0 2 2 2
2 4 2 6 4
3 6 0 6 d

 durch analoge Rechnun-

gen wie in Beispiel 2.10 auf Zeilen-reduzierter Stufenform

1 2 0 2 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 d− 3

.
Das lineare Gleichungssystem hat genau dann mindestens eine Lösung, wenn
d = 3 ist. In diesem Fall sind die Lösungen wie folgt: Wähle x2 = α ∈ K und
x4 = β ∈ K beliebig, dann ist

x1 = 1− 2α− 2β
x3 = 1− β.

Damit hat das lineare Gleichungssystem die Lösungsmenge

L :=




1
0
1
0

+ α


−2
1
0
0

+ β


−2
0
−1
1

 |α, β ∈ K
 .

Bemerkung 2.14. a) Theorem 2.9 bestimmt ein Repräsentantensystem für
Mm×n(K) bezüglich der Relation →.

b) Bringt man eine Matrix A in Zeilen-reduzierter Stufenform E, so lohnt es
sich, das Produkt P der Elementarmatrizen direkt mitzuberechnen, um am
Ende die Rechnung durch P · A = E zu überprüfen.
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Beispiel 2.15. Sei B = (A|b) wie in Beispiel 2.3. Wir wenden elementare Zeile-
numformungen an auf

(B|I3) =

0 2 2 −4 2 1 0 0
1 2 3 0 5 0 1 0
5 8 13 4 23 0 0 1

 .
Wir wenden R1 ↔ R2 und R3 → R3 − 5R2 an, und erhalten:1 2 3 0 5 0 1 0

0 2 2 −4 2 1 0 0
0 −2 −2 4 −2 0 −5 1

 .
Dann wenden wir R3 → R3 +R2 und R2 → 1/2R2 an:1 2 3 0 5 0 1 0

0 1 1 −2 1 1/2 0 0
0 0 0 0 0 1 −5 1

 .
Schließlich wenden wir R1 → R1 − 2R2 an:1 0 1 4 3 −1 1 0

0 1 1 −2 1 1/2 0 0
0 0 0 0 0 1 −5 1

 .
Wir testen unsere Rechnung durch:−1 1 0

1/2 0 0
1 −5 1

 ·
0 2 2 −4 2

1 2 3 0 5
5 8 13 4 23

 =

1 0 1 4 3
0 1 1 −2 1
0 0 0 0 0

 .
Theorem 2.16 (Chrakterisierung invertierbarer Matrizen). Sei A ∈Mn(K). Dann
sind äquivalent:

a) A→ In, das heisst, das Gauss Verfahren liefert die Matrix In;

b) Matrix A ist Produkt von Elementarmatrizen;

c) Matrix A ist invertierbar;

d) Das lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die Lösung x = 0.

Beweis. (i) Gegeben sei eine Matrix A ∈ Mn(K) mit A → In. Wir zeigen,
dass hieraus die anderen drei Aussagen folgen: Nach Theorem 2.9 existie-
ren Elementarmatrizen U1, . . . , Ut ∈ Mn(K) mit U1 · · ·Ut · A = In. Nach
Bemerkung 2.5 sind die Matrizen Ui invertierbar und die Inversen sind wie-
der Elementarmatrizen. Also ist A−1 = U−1

t · · ·U−1
1 . Also ist A Produkt

von Elementarmatrizen, und A ist invertierbar. Multipliziert man das linea-
re Gleichungssystem Ax = 0 von links mit A−1, so folgt, dass das lineare
Gleichungssystem Ax = 0 genau eine Lösung hat, nämlich x = 0.
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(ii) Gegeben sei eine Matrix A ∈Mn(K). Wir beweisen d) impliziert a). Bringe
die Matrix A auf Zeilen-reduzierte Stufenform A′ mit r führenden Einträgen
in den Spalten 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n. Nach Lemma 2.11 haben die linearen
Gleichungssysteme Ax = 0 und A′x = 0 die gleiche Lösungsmenge. Nach
Voraussetzung d) hat also das lineare Gleichungssystem A′x = 0 nur die
Lösung x = 0. Damit existieren keine freiwählbaren Variablen beim Lösen
dieses linearen Gleichungssystems, siehe Bemerkung 2.12. Also ist r = n,
beziehungsweise ji = i, für alle 1 ≤ i ≤ n. Also ist A′ = In.

Bemerkung 2.17. Sei A ∈Mn(K) und sei B ∈Mn(K) mit AB = In. Dann gilt
auch BA = In.

Beweis. Betrachte das lineare Gleichungssystem Bx = 0 mit Lösung x ∈ Kn. Dann
ist

x = Inx = (AB)x = A(Bx) = A · 0 = 0.
Also hat das lineare Gleichungssystem Bx = 0 nur die Nulllösung. Mit Theorem 2.16
folgt, dass die Matrix B invertierbar ist, es existiert also eine Matrix C ∈Mn(K)
mit BC = In = CB. Dann folgt:

A = A · In = A(BC) = (AB)C = In · C = C.

Also ist A invertierbar mit A−1 = B. Insbesondere gilt dann auch die Gleichung
B · A = In.

Theorem 2.18. Sei A ∈Mm×n(K).

a) Dann lässt sich A durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenumfor-
mungen und elementaren Spaltenumformungen auf die Form

Jr =



1
. . .

1
0

. . .

0


bringen. Hier ist r die Anzahl der Hauptdiagonalelemente gleich Eins und
heißt der Rang der Matrix A. Der Rang einer Matrix ist eindeutig durch die
Matrix bestimmt.

b) Es existieren invertierbare Matrizen P ∈ Mm(K) und Q ∈ Mn(K) mit
PAQ = Jr.

Beweis. Bringe A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilen-reduzierte Stu-
fenform E. Matrix E habe jetzt führende Einträge in Spalten j1 < j2 < · · · < jr.
Wir addieren nun passende Vielfache der Spalten j1, . . . , jr zu jeweils weiter rechts
stehenden Spalten, so dass alle Einträge in diesen Spalten Null werden. Wir ver-
tauschen anschließend die Spalten mit einer Eins so, dass wir die obige Form
erhalten.
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Kapitel 3

Vektorräume

Sei K ein Körper, zum Beispiel K ∈ {Q,R,C,Z2,Z3 . . . }. Die zentralen Objekte
der Linearen Algebra sind Vektorräume. Bereits im letzten Kapitel haben wir den
Prototyp eines Vekorraumes kennengelern, den Kn. In diesem Kapitel geben wir
zahlreiche weitere konkrete und abstrakte Beispiele von Vektorräumen, bevor wir
ihre Struktur in den nächsten Kapitel genauer analysieren.

Definition 3.1. Ein Vektorraum (Vektorraum) über K (oder K-Vektorraum) ist
eine Menge V , zusammen mit zwei binären Operationen

Addition +: V × V → V, (v, w) 7→ v + w,

Skalare Multiplikation · : K × V → V, (λ, v) 7→ λ · v,

derart, dass die folgenden Axiome gelten:

(V1) u+ v = v + u ∀u, v ∈ V ,

(V2) u+ (v + w) = (u+ v) + w ∀u, v, w ∈ V ,

(V3) ∃0V ∈ V mit 0V + w = w = w + 0V ∀w ∈ V ,

(V4) ∀v ∈ V : ∃ − v ∈ V mit v + (−v) = 0V ,

(V5) λ(u+ v) = λ · u+ λ · v, ∀λ ∈ K und ∀u, v ∈ V ,

(V6) (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v, ∀λ, µ ∈ K und ∀v ∈ V ,

(V7) (λ · µ) · v = λ · (µ · v), ∀λ, µ ∈ K und ∀v ∈ V ,

(V8) 1k · v = v, ∀v ∈ V .

Bemerkung 3.2. a) Elemente aus einem Vektorraum heißen Vektoren. Elemen-
te aus K heißen in Zusammenhang mit K-Vektorräumen auch Skalare.

b) Die ersten vier Axiome eines Vektorraumes V sagen, dass (V,+) eine abelsche
Gruppe ist.

c) Das Element 0V heißt Nullvektor. Wie im Grundlagenkapitel gezeigt wurde,
ist der Nullvektor als neutrales Element in der Gruppe (V,+) eindeutig
bestimmt. Genauso ist das additive Inverse −v zu v ∈ V eindeutig bestimmt.
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d) Statt λ · v schreiben wir oft λv für alle λ ∈ K, v ∈ V . Wir schreiben auch
v1 − v2 := v1 + (−v2), für v1, v2 ∈ V .

e) Ein R-Vektorraum heißt auch reeler Vektorraum. Ein C-Vektorraum heißt
auch komplexer Vektorraum.

Beispiel 3.3. a) Seien n,m ≥ 1. Dann ist Mm×n(K) ein K-Vektorraum mit

i) Addition + gegeben als in Definition 1.4 definierte Matrixaddition,
ii) Skalarmultiplikation · gegeben durch Skalarmultiplikation definiert in

Definition 1.4.

Die Details sind in Lemma 1.6 und Lemma 1.8 ausgearbeitet.

b) Als Spezialfall des ersten Beispiels ist damit die Menge Kn := Mn×1(K) ein
K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition

x1
x2
...
xn

+


y1
y2
...
yn

 =


x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn


und komponentenweiser Skalarmultiplikation

λ ·


x1
x2
...
xn

 =


λx1
λx2
...

λxn

 ,

mit λ, xi, yi ∈ K für 1 ≤ i ≤ n. Genauso ist M1×n(K) = {(x1 . . . xn)|xi ∈ K}
ein K-Vektorraum. Dieses Beispiel beinhaltet auch, dass K selber ein K-
Vektorraum ist.

c) Die Zeichenebene V = R2 ist ein reeller Vektorraum nach den letzten beiden
Beispielen. Addition und Skalarmultiplikation lassen sich im Koordinatensys-
tem geometrisch veranschaulichen, siehe Abbildung 3.1.

Lemma 3.4. Sei V ein K-Vektorraum. Wir bezeichnen das neutrale Element
bezüglich Addition in Körper K, das Nullelement, mit 0K . Für beliebige λ ∈ K und
v ∈ V gilt:

i) λ · 0V = 0V ;

ii) 0K · v = 0V ;

iii) (−λ) · v = −(λ · v) = λ(−v);

iv) ist λ · v = 0v, dann ist entweder λ = 0K oder v = 0V .

Beweis. (Vergleiche die gemachten Aussagen auch mit Bemerkung 1.9.)
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x

y

v2 =
(x2, y2)

v1 =
(x1, y1)

v1 + v2

2 · v1

1.5 · v2

Abbildung 3.1: Addition und Skalarmultiplikation in R2.

i) Es ist λ · 0V
(V3)= λ · (0V + 0V ) (V5)= λ0V + λ0V . Addiere −(λ · 0V ) von links;

dies ergibt

−(λ0V ) + λ0V = −(λ0V ) + (λ0V + λ0V )
(V2)= [−(λ0V ) + λ0V ] + λ0V
(V4)= 0V + λ0V
(V3)= λ0V .

Es folgt mit (V4), dass 0V = λ0V ist.

ii) Mit den Körperaxiomen folgt: 0K · v = (0K + 0K) · v (V 6)= 0K · v+ 0K · v. Durch
Einsetzen erhalten wir:

0V
(V 4)= −(0K · v) + 0K · v = −(0K · v) + (0K · v + 0K · v)
(V 2)= [−(0K · v) + 0K · v] + 0K · v
(V 4)= 0V + 0K · v

(V 3)= 0K · v.

iii) Es gilt λv+λ(−v) (V 5)= λ(v+(−v)) (V 4)= λ0V
i)= 0V . Addiere −(λ ·v) zur letzten

Gleichung von links, dann erhalten wir durch Einsetzen:

− (λv) + (λv + λ(−v)) = −(λv) + 0V
(V3)= −(λv)

(V2)⇒ (−λv + λv) + λ(−v) = −(λv)
(V4)⇒ 0V + λ(−v) = −(λv)
(V3)⇒ λ(−v) = −λv.

Mit den Körperaxiomen folgt:

λv + (−λ) · v (V6)= (λ+ (−λ)) · v = 0K · v
ii)= 0V .
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Addiere −(λv) von links zur letzten Gleichung. Durch Einsetzen erhalten wir:

− λv + [λv + (−λ) · v] = −λv + 0V
(V3)= −λv

(V2)⇒ (−λv + λv) + (−λ) · v = −λv
(V4)⇒ 0V + (−λ) · v = −λv
(V3)⇒ (−λ) · v = −λv.

Also gilt:
−λv = (−λ)v = λ(−v).

iv) Sei λ 6= 0K , das heisst, das Element λ−1 existiert. Mit den Körperaxiomen
folgt:

v
(V 8)= 1K · v = (λ−1λ)v (V 7)= λ−1(λv) (V or)= λ−10V

i)= 0V .

Beispiel 3.5. Seien V1 und V2 zweiK-Vektorräume, definiert b̈er demselben Körper
K. Die Menge

V1 × V2 = {(v1, v2) | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2}
ist ein K-Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplikation definiert koordinaten-
weise, also mit (v1, v2) + (w1, w2) := (v1 + w1, v2 + w2) und λ(v1, v2) := (λv1, λv2).
V1 × V2 heißt direktes Produkt von V1 und V2.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen der Axiome aus Definition 3.1;
hierbei benutze wir die Vektorraumaxiome von V1 und V2.

(V1) Seien v1, v
′
1 ∈ V1 und v2, v

′
2 ∈ V2. Dann gilt

(v1, v2) + (v′1, v′2) = (v1 + v′1, v2 + v′2),
= (v′1 + v1, v

′
2 + v2),

= (v′1, v′2) + (v1, v2).

(V2) Analog.

(V3) Es gilt (v1, v2) + (0V1 , 0V2) = (v1 + 0V1 , v2 + 0V2) = (v1, v2).

(V4) Zu (v1, v2) ∈ V1 × V2 definiere −(v1, v2) := (−v1,−v2). Dann gilt

(v1, v2) + (−v1,−v2) = (v1 − v1, v2 − v2) = (0V1 , 0V2).

(V5) Es ist

λ ((v1, v2) + (v′1, v′2)) = λ(v1 + v′1, v2 + v′2),
= (λ(v1 + v′1), λ(v2 + v′2)),
= (λv1 + λv′1, λv2 + λv′2),
= (λv1, λv2) + (λv′1, λv′2),
= λ(v1, v2) + λ(v′1, v′2).
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(V6),(V7) Analog.

(V8) Da V1 und V2 Vektorräume sind, gilt (V8) in V1 und V2. Also ist

1K · (v1, v2) = (1 · v1, 1 · v2) = (v1, v2).

Beispiel 3.6. Sei X eine nicht-leere Menge. Definiere V := Abb(X,K) als die Men-
ge aller Abbildungen von X nach K. Definiere Addition und Skalarmultiplikation
als die Abbildungen

+ : V × V → V mit (f, g) 7→ f + g,

· : K × V → V mit (λ, f) 7→ λ · f,

wobei (f + g)(x) := f(x) + g(x) und (λ · f)(x) := λ · f(x), für alle x ∈ X. Man
sagt: Addition und Skalarmultiplikation sind punktweise definiert. Dann ist die
Menge (V,+, ·) ein K-Vektorraum. Der Nullvektor entspricht hier der Nullfunktion,
also der Abbildung 0V mit 0V (x) := 0K , für alle x ∈ X. Ferner definiere zu f
die Funktion (−f) : X → K durch (−f)(x) := −f(x). Dann ist −f das additive
Inverse zu f .

Beispiel 3.7. Sei K ein Körper, beispielsweise K ∈ {Q,R,C,Z2,Z3 . . . }, n ∈ N.
Der Grad des Polynoms f := a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n = ∑n

i=0 aix
n ist definiert

als

deg(f) := max{k ∈ N| ak 6= 0},

also als das maximale k ∈ N mit ak 6= 0. Definiere deg(0) = −∞.

a) Wir definieren Kn[x] als die Menge aller Polynome in der Variablen x vom
Grad höchstens n mit Koeffizienten in K, also

Kn[x] =
{
a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n| ai ∈ K mit 0 ≤ i ≤ n

}
.

Definiere Addition auf Kn[x]:

+ : Kn[x]×Kn[x]→ Kn[x], (p, q) 7→ p+ q

Ist
p =

n∑
i=0

aix
i, q =

n∑
i=0

bix
i, mit ai, bi ∈ K

dann definieren wir

p+ q :=
n∑
i=0

(ai + bi)xi

= (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)xn.

Definiere Skalarmultiplikation auf Kn[x]

· : Kn[x]×Kn[x]→ Kn[x], (λ, p) 7→ λ · p
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Ist p = ∑n
i=0 aix

i, definiere

λp = λ · p :=
n∑
i=0

(λai)xi.

Dann ist (Kn[x],+, ·) ein K-Vektorraum. Hier ist 0Kn[x] = ∑ 0Kxi, das
Nullpolynom. Zu p = ∑

aix
i definiere das additive Inverse −p := ∑(−ai)xi.

b) Sei weiterhin

K[x] =
{
p =

n∑
i=0

aix
i | n ∈ N, ai ∈ K

}

die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K. Für p = ∑m
i=0 aix

i und
q = ∑n

i=0 bix
i sei ohne Einschränkung m ≤ n. Schreibe p = ∑n

i=0 aix
i mit

ai = 0 für i ≥ m. Dann ist p + q definiert wie in a). Analog für die Ska-
larmultiplikation. Die Menge K[x] ist ein K-Vektorraum. Mit der üblichen
Multiplikation von Polynomen ist K[x] auch ein Ring. Ein Ring, der gleich-
zeitig eine K-Vektorraumstruktur besitzt, derart, dass Skalare mit allen
Elementen kommutieren, heisst auch eine K-Algebra.

c) Die Menge aller Folgen

V := {(an)n∈N| an ∈ K}

mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ist einK-Vektorraum.

Beispiel 3.8. a) Sei C = {a+ b · i| a, b ∈ R} mit i =
√
−1. Definiere Addition

+: C×C→ C mit (x+yi, a+bi) 7→ (x+a)+(y+b)i. Definiere Multiplikation
· : C×C→ C mit (a+ bi, x+ yi) 7→ (ax− by) + (ay+ bx)i. Dann ist (C,+, ·)
ein Körper.
Beachte: durch das Einschränken der Abbildungen + und · erhalten wir
Addition und Multiplikation reeller Zahlen:

+|R×R :R× R→ R, (a, x) 7→ (a+ x) + 0 · i,
·|R×R :R× R→ R, (a, x) 7→ (ax− 0)︸ ︷︷ ︸

=ax

+ (a · 0 + 0 · x) · i︸ ︷︷ ︸
=0

.

Damit ist also R abgeschloßen bezüglich + und · von C. Man nennt R einen
Teilkörper von C.

b) Sei K ein Körper und K ′ ⊆ K eine Teilmenge, so dass K ′ mit Einschränkung
der Verknüpfungen + und · von K auf K ′ selbst auch ein Körper ist. Dann
heißt K ′ ein Teilkörper von K, beziehungsweise K heisst auch ein Erweite-
rungskörper von K ′. In dieser Situation ist dann K ein K ′-Vektorraum, wobei
+ : K ×K → K der Körperaddition und · : K ′ ×K → K der Körpermulti-
plikation eingeschränkt auf die Teilmenge K ′ ×K ⊆ K ×K entspricht. Es
ist also C ein R-Vektorraum, C ein Q-Vektorraum beziehungsweise R ein
Q-Vektorraum. Beispiel 1.21 zeigt auch, dass F4 ein F2-Vektorraum ist, mit
F2 = {O, I}.
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Beispiel 3.9. a) Sei (V,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0V
und v + v = 0, für alle v ∈ V . Dann ist V ein Z2-Vektorraum.

Beweis. Definiere eine Skalarmultiplikation auf V durch Z2 × V → V mit
(λ, v) 7→ λ · v, wobei

λ · v =

.0V falls λ = 0,
v falls λ = 1

i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe, also gelten (V1) bis (V4).
ii) Nach Definition gilt

0 · (u+ v) = 0V
0 · u = 0V
0 · v = 0V .

Damit folgt 0 · (u+ v) = 0u+ 0v, für alle u, v ∈ V . Also gilt (V5).
iii) Für v ∈ V gilt:

(0 + 0) · v gilt in Z2= 0 · v Def.= 0V
(V 3)= 0V + 0V

Def.= 0 · v + 0 · v
(0 + 1) · v = 1 · v = v = 0V + v = 0 · v + 1 · v
(1 + 0) · v = 1 · v = v = v + 0V = 1 · v + 0 · v
(1 + 1) · v = 0 · v = 0V = v + v = 1 · v + 1 · v.

Also gilt (V6).
iv) (V7) sei dem Leser als Übungsaufgabe überlassen.
v) (V8) gilt nach Definition.

b) Sei X eine nicht-leere Menge und M := P(X) die Potenzmenge von X, also
die Menge aller Teilmengen von X. Definiere für S, T ⊆ X (also S, T ∈M)
die Addition +: M ×M →M mit

(S, T ) 7→ S + T := (S ∪ T ) \ (S ∩ T ) = {x ∈ S ∪ T | x /∈ S ∩ T}

Wir nennen (S ∪ T ) \ (S ∩ T ) auch symmetrische Differenz der Mengen S
und T . Für eine graphische Veranschaulichung, siehe Abbildung 3.2.
Dann gilt S+T = T +S, da S ∪T = T ∪S und S ∩T = T ∩S. Außerdem ist

S + S = (S ∪ S) \ (S ∩ S) = S \ S = ∅

und
S + ∅ = (S ∪ ∅) \ (S ∩ ∅) = S \ ∅ = S.

Also ist ∅ das neutrale Element der Addition. Man kann am einfachsten
graphisch – auch wenn das kein formal sauberer Beweis ist – zeigen, dass
die Verknüpfung + assoziativ ist. Also (S + T ) + U = S + (T + U), für alle
S, T, U ∈M .
Damit ist (M,+) eine abelsche Gruppe mit S + S = 0M = ∅, für alle S ∈M .
D.h. M ist ein Z2-Vektorraum nach a).
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S T

Abbildung 3.2: Skizze der symmetrischen Differenz.

Definition 3.10. a) Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Menge W ⊆ V
heißt Unterraum (oder Teilraum) von V , falls W mit Einschränkung der
Addition und Skalarmultiplikation von V ein K-Vektorraum ist.

b) Wir fordern in a), dass W abgeschlossen ist bezüglich Addition und Skalar-
multiplikation von V , d.h.

x+ y ∈ W ∀x, y ∈ W,
λx ∈ W ∀λ ∈ K, ∀x ∈ W.

Wir schreiben W ≤ V , gesprochen „W ist ein Unterraum von V “.

Lemma 3.11 (Unterraumkriterium). Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge
W ⊆ V ist ein Unterraum von V genau dann, wenn

i) 0V ∈ W ,

ii) x+ y ∈ W für alle x, y ∈ W ,

iii) λ · x ∈ W für alle λ ∈ K und x ∈ W .

Beweis. a) Sei W ein Unterraum von V . Dann gelten ii) und iii) nach Definition
3.10. Nach Definition 3.10 gilt W 6= ∅. Sei w ∈ W , dann folgt nach iii), dass
(−1) · w ∈ W . Da

w + (−1)w = 1 · w + (−1) · w = (1 + (−1))w = 0K · w = 0V ,

ist nach ii) der Nullvektor 0V in W .

b) Angenommen i) bis iii) gelten. Nach i) gilt W 6= ∅ und nach ii) und iii), dass
W abgeschlossen bezüglich + und · ist. Wir prüfen ob die Vektorraumaxiome
(V1) bis (V8) gelten:

• V ist ein Vektorraum, das heißt (V1) gilt in V . Da W ⊇ V gilt auch
(V1) in W . Analog folgen auch (V2) und (V5) bis (V8).
• Nach i) gilt: 0V ∈ W . Da V ein Vektorraum ist, gilt (V3) in V , das

heisst, v + 0V = v = 0V + v für alle v ∈ V . Da W ⊆ V , folgt w + 0V =
w = 0V + w für alle w ∈ W . Da der Nullvektor eines Vektorraumes
eindeutig bestimmt ist, siehe Bemerkung 3.2, folgt 0W = 0V .
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• Sei w ∈ W . Da V ein Vektorraum ist, gilt (V4) in V . Zu w ∈ W ⊆ V
existiert ein −w ∈ V mit w+ (−w) = 0V . Nach iii) gilt −w = (−1) ·w ∈
W . Also existiert zu w ∈ W ein −w ∈ W mit w + (−w) = 0V . Also gilt
(V4) in W .

Lemma 3.12 (Unterraumkriterium). Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge
∅ 6= W ⊆ V ist ein Unterraum von V genau dann, wenn für alle α, β ∈ K und
x, y ∈ W gilt αx+ βw ∈ W .

Beweis: Übung.

Beispiel 3.13. Wir geben verschiedene Beispiele von Untervektorräumen.

1. Sei V ein K-Vektorraum. Es gilt {0V } ≤ V und V ≤ V . Ein Unterraum W
von V heißt echter Unterraum, falls W 6= V gilt. Ein Unterraum W heißt
nicht-trivialer Unterraum von V , falls W 6= {0V }.

2. Sei V = R2. Dann ist V ein R-Vektorraum. Jede Gerade durch den Nullpunkt
(0, 0) des Koordinatensystems ist ein Unterraum von V .

Beweis. Sei L eine Gerade durch den Ursprung. Dann lässt L sich schreiben

als L = {λ
(
a
b

)
|λ ∈ R}, für ein

(
a
b

)
6=
(

0
0

)
. Wir überprüfen die drei

Bedingungen in Lemma 3.11:

i) Es gilt
(

0
0

)
= 0

(
a
b

)
∈ L.

ii) Seien x, y ∈ L. Dann existieren λ, µ ∈ R mit x = λ

(
a
b

)
und y = µ

(
a
b

)
.

Somit ist x+ y = λ

(
a
b

)
+ µ

(
a
b

)
= (λ+ µ)

(
a
b

)
. Da R abgeschloßen ist

bezüglich Addition, gilt λ+ µ ∈ R und somit x+ y ∈ L.

iii) Sei x ∈ L, α ∈ R. Dann existiert λ ∈ R mit x = λ

(
a
b

)
. Da R abgeschlo-

ßen ist bezüglich Multiplikation, gilt αλ ∈ R. Somit ist

α · x = α
(
λ

(
a
b

))
= (αλ)

(
a
b

)
∈ L.

Nach Lemma 3.11 ist L ein Unterraum von R2.

3. Sei V = R3. Jede Gerade durch den Ursprung 0V = (0, 0, 0)T des Koordinaten-
systems ist ein Unterraum von V . Jede Ebene, die den Koordinatenursprung
enthält, ist ein Unterraum von V .
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4. Sei V = M2(K) und sei W die Menge der oberen Dreiecksmatrizen mit
Einträgen in K:

W =
{(

a b
0 c

) ∣∣∣∣a, b, c ∈ K
}
.

Dann ist W ein Unterraum von V . Analog gilt dies natürlich auch für die
Teilmenge der oberen Dreiecksmatrizen inMn(K), oder für die strikten oberen
Dreiecksmatrizen, bei denen alle Einträge auf der Diagonalen (also a = c = 0
in der Notation oben für n = 2) ebenfalls Null sind.

5. Die Menge V =Abb(R,R) ist ein R-Vektorraum nach Beispiel 3.6. Sei
U := {f ∈ V | f ist differenzierbar}. Mit Hilfe der Ableitungsregeln aus
der Analysis folgt: U ≤ V ist ein Unterraum.

Beispiel 3.14. Klassifikation der Unterräume von R2.

a) Sein (a, b) 6= (0, 0) und (c, d) 6= (0, 0) Vektoren in R2, welche nicht auf
derselben Geraden durch (0, 0) liegen. Wir behaupten

i) ad− bc 6= 0;
ii) jedes (u1, u2) ∈ R2 lässt sich schreiben als(

u1
u2

)
= λ1 ·

(
a
b

)
+ λ2 ·

(
c
d

)

für (eindeutige) λ1, λ2 ∈ R.

Beweis. i) Angenommen ad− bc = 0, d.h. ad = bc.
· Ist b 6= 0, so folgt (

c
d

)
= d

b

(
a
b

)
,

das heisst, die Vektoren liegen auf derselben Gerade. Dies steht im
Widerspruch zur Vorraussetzung. Es folgt also b = 0.
· Ist a 6= 0, so folgt (

c
d

)
= c

a

(
a
b

)
,

Dies steht wieder im Widerspruch zur Vorraussetzung. Es folgt also
a = 0.

Also folgt (a, b) = (0, 0), was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Also ist die Annahme ad− bc = 0 falsch, dass heißt ad− bc 6= 0.

ii) Sei (u1, u2) ∈ R2. Wir suchen λ1 und λ2 ∈ R mit(
u1
u2

)
= λ1 ·

(
a
b

)
+ λ2 ·

(
c
d

)
,

das heisst, wir müssen das folgende lineare Gleichungssystem lösen:(
a c
b d

)
︸ ︷︷ ︸

=:A

(
λ1
λ2

)
=
(
u1
u2

)
.
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Wir benutzen ad− bc 6= 0. Es gilt

1
ad− bc

(
d −c
−b a

)(
a c
b d

)
=
(

1 0
0 1

)
.

Genauso gilt

A · 1
ad− bc

(
d −c
−b a

)
=
(

1 0
0 1

)
.

Das heißt
A−1 = 1

ad− bc

(
d −c
−b a

)
.

Da A
(
λ1
λ2

)
=
(
u1
u2

)
und A invertierbar, folgt also

(
λ1
λ2

)
= A−1A

(
λ1
λ2

)
= A−1

(
u1
u2

)
.

Also existieren λ1, λ2 ∈ R, sodass(
u1
u2

)
= λ1 ·

(
a
b

)
+ λ2 ·

(
c
d

)
.

b) Behauptung: Sei W ≤ R2 ein Unterraum von R2. Dann gilt

i) W = {0R2} oder
ii) W = R2 oder
iii) W ist eine Gerade durch (0, 0) ∈ R2.

Beweis. Wir schreiben hier salopperweise statt
(
a
b

)
auch (a, b). Sei W 6=

{0R2} und W ≤ R2. Dann gibt es ein Vektor (a, b) ∈ W mit (a, b) 6= (0, 0).
Sei L := {λ(a, b) | λ ∈ R} die Gerade durch (0, 0) und (a, b). Da W ≤ R2

und (a, b) ∈ W , folgt L ⊆ W . Angenommen es sei L 6= W . Dann gäbe es ein
(0, 0) 6= (c, d) ∈ W \ L. Dann liegen (a, b) und (c, d) in W aber nicht auf der
selben Geraden durch den Ursprung (0, 0). Also

{
λ1

(
a
b

)
+ λ2

(
c
d

)}
⊆ W.

Mit a)ii) folgt W = R2.

Ist W ≤ R3 Unterraum, so gilt: W = {0V } oder W ist eine Gerade durch den
Koordinatenursprung 0V oder W ist eine Ebene durch 0V oder W = R3.

35



Beispiel 3.15. Sei V = Kn. Sei A = Mm×n(K). Dann ist

LA := {x ∈ Kn | Ax = 0V } ,

die Lösungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0, ein Unter-
raum von V .

Beweis. i) Es gilt A · 0V = 0V . Also 0V ∈ LA.

ii) Seien x, y ∈ LA. Dann ist Ax = 0 und Ay = 0. Es gilt

A(x+ y) = Ax+ Ay = 0 + 0 = 0,

also ist x+ y ∈ LA.

iii) Sei x ∈ LA und λ ∈ K. Dann ist A(λx) = λ(Ax) = λ · 0 = 0. Also λx ∈ LA.
Nach Lemma 3.11 folgt, LA ist ein Unterraum von Kn.

Beispiel 3.16. Sei V ein K-Vektorraum mit den Unterräumen U1 und U2. Dann
ist

a) U1 ∩ U2 = {u | u ∈ U1 und u ∈ U2}

b) U1 + U2 := {u1 + u2 | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}

jeweils ein Unterraum von V .

Beweis. a) i) Da U1 ≤ V und U2 ≤ V , ist 0V ∈ U1 und 0V ∈ U2. somit ist
auch 0V ∈ U1 ∩ U2.

ii) Sei x, y ∈ U1∩U2, dann ist x ∈ U1 und x ∈ U2, sowie y ∈ U1 und y ∈ U2.
Da U1 und U2 unterräume sind, ist x + y ∈ U1 und x + y ∈ U2, also
x+ y ∈ U1 ∩ U2.

iii) Sei x ∈ U1 ∩ U2 und λ ∈ K. Dann ist x ∈ U1 und x ∈ U2. Da die beiden
Unterräume abgeschlossen bezüglich der skalaren Multiplikation sind,
ist auch λx ∈ U1, U2 und somit ist auch λx ∈ U1 ∩ U2.

Mit Lemma 3.11 folgt: U1 ∩ U2 ≤ V .

b) i) Da 0V ∈ U1 und 0V ∈ U2 folgt 0V + 0V
(V3)= 0V ∈ U1 + U2.

ii) Sei x, y ∈ U1 +U2. Die Definition von U1 +U2 besagt, dass ∃x1 ∈ U1 und
x2 ∈ U2 mit x = x1+x2, sowie y1 ∈ U1 und y2 ∈ U2 mit y = y1+y2. Dann
ist x1 +y1 ∈ U1 und x2 +y2 ∈ U2, weil U1 und U2 abgeschlossen bezüglich
der Addition sind. Damit ist x+ y = (x1 + y1) + (x2 + y2) ∈ U1 +U2, da
die Addition in V kommutativ und assoziativ ist.

iii) Seien x ∈ U1 +U2 und λ ∈ K. Dann gibt es ein x1 ∈ U1 und x2 ∈ U2 mit
x = x1 + x2. Da U1 und U2 abgeschlossen bezüglich · sind, gilt λx1 ∈ U1
und λx2 ∈ U2. Somit ist λx = λx1 + λx2 ∈ U1 + U2.

Mit Lemma 3.11 folgt: U1 ∩ U2 ≤ V .
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Beispiel 3.17. Die Vereinigung zweier Vektorräume ist im Allgemeinen kein
Vektorraum. Betrachte beispielsweise V = R2 mit den beiden Unterräumen

W1 =
{(

x
0

)
| x ∈ R

}

W2 =
{(0

y

)
| y ∈ R

}
.

Dann entspricht W1 ∪W2 genau den Achsen des kartesischen Koordinatensystems.
Es ist W1 ∪W2 kein Vektorraum, weil z.B.(

1
0

)
+
(

0
1

)
=
(

1
1

)
/∈ W1 ∪W2.

Beispiel 3.18. Sei V ein K-Vektorraum, v ∈ V . Dann ist

K · v := Span{v} := 〈v〉 := {λv | λ ∈ K}

ein Unterraum von V .

Beweis. i) Da 0K · v 3.4= 0V , ist 0V ∈ Span{v}.

ii) Seien x, y ∈ Span{v}. Dann gibt es λ, µ ∈ K, mit x = λv und y = λv. Damit
folgt x+y = λv+µv = (λ+µ)v ∈ Span{v}, da K abgeschlossen ist bezüglich
Addition.

iii) Sei x ∈ Span{v} und α ∈ K. Dann gibt es ein λ ∈ K mit x = λv. Damit
gilt αx = α(λv) = (αλ)v ∈ Span{v}, da K abgeschlossen ist bezüglich
Multiplikation.

Mit Lemma 3.11 folgt: K · v ≤ V .
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Kapitel 4

Linearkombinationen

Sei K ein Körper und sei V ein K-Vektorraum. In diesem Kapitel definieren wir
Linearkombinationen von Vektoren und, darauf aufbauend, zwei fundamentalen
Konzepte: das Erzeugnis einer Menge von Vektoren und die lineare Unabhängigkeit
einer Menge von Vektoren. Mit diesen neuen Konzepten, lassen sich Vektorräume
genauer beschreiben.

Definition 4.1. Sei S ⊆ V .

a) Eine Linearkombination von S ist ein Vektor der Form v = λ1v1 + · · ·+ λnvn
für n ∈ N und v1, . . . , vn ∈ S und λ1, . . . , λn ∈ K. Man nennt v = ∑n

i=1 λivi
auch Linearkombination der Vektoren v1, . . . , vn mit Koeffizienten λ1, . . . , λn.

b) Falls S 6= ∅, definiere die Menge Span(S) := 〈S〉 als die Menge aller Linear-
kombinationen von endlich vielen Elementen von S:

Span(S) := {v ∈ V | ∃n ∈ N, v1, . . . , vn ∈ S, λ1, . . . , λn ∈ K mit v =
n∑
i=1

λivi}.

Wir definieren Span(∅) = 0V . Die Menge Span(S) heißt Erzeugnis von S. Ist
S = {v1, . . . , vn}, schreibe wir auch

〈S〉 = 〈v1, . . . , vn〉 = Span{v1, . . . , vn}.

Um den zugrundeliegenden Körper K in einem zu bildenden Erzeugnis einer
Menge S anzudeuten, benutzt man auch die Notation

K − Span(S) = SpanK(S) = 〈S〉K .

c) S heißt Erzeugendensystem von V , falls Span(S) = V ist. Wir sagen in diesem
Fall auch, die Menge S erzeugt den Vektorraum V .

Lemma 4.2. Sei S ⊆ V eine Teilmenge von Vektoren eines Vektorraums V .

a) Es ist Span(S) ≤ V Unterraum mit S ⊆ Span(S).

b) Ist U ≤ V Unterraum mit S ⊆ U , so folgt Span(S) ⊆ U . Insbesondere ist
also Span(S) der kleinste Unterraum von V , der S enthält.
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Beweis. a) i) Ist S = ∅, so gilt Span(S) = {0V }, also 0V ∈ Span(S). Sei
S 6= ∅, dann existiert v ∈ S. Nach Lemma 3.4 gilt 0K · v = 0V . Da 0K · v
eine Linearkombination von S ist, gilt 0V ∈ Span(S).

ii) Seien v, v′ ∈ Span(S) und λ ∈ K. Da v und v′ endliche Linearkombina-
tionen von Elementen aus S sind, sind v+v′ und λ·v auch endliche Linea-
rekombinationen von Elementen aus S. Damit gilt v + v′, λv ∈ Span(S).
Mit Lemma 3.11 folgt: Span(S) ≤ V .

iii) Sei v ∈ S. Da 1 · v = v, ist v eine Linearkombination von S. Also gilt
S ⊆ Span(S).

b) Sei U ≤ V ein Unterraum mit S ⊆ U . Da U abgeschloßen bezüglich + und
· und S ⊆ U , gilt Span(S) ⊆ U . Nach a) ist S ⊆ Span(S) ≤ V Unterraum.
Also ist Span(S) der kleinste Unterraum von V , der S enthält.

Bemerkung 4.3. a) Ist S ⊆ V ein Unterraum, so folgt Span(S) = S.

Beweis. i) Nach 4.2 ist S ⊆ Span(S).
ii) Da S ein Vektorraum ist, ist S abgeschloßen bezüglich Addition und

Skalarmultiplikation. Also Span(S) ⊆ S.
Also gilt S = Span(S).

b) Ist S = {v1, . . . , vn}, so ist Span(S) = {∑n
i=1 λivi | λi ∈ K} = Kv1 + · · · +

Kvn.

Beweis. Nach 3.18 gilt Kvi ist ein Unterraum von V . Also auch Kv1 + · · ·+
Kvn ≤ V nach 3.16 mit S ⊆ ∑

Kvi. Nach 4.2 folgt: Span(S) ⊆ ∑
Kvi. Da

vi ∈ S für alle i, gilt auch ∑Kvi ⊆ Span(S).

Beispiel 4.4. a) Sei V = R2. Nach 3.14 gilt: Sind
(
a
b

)
6=
(

0
0

)
und

(
c
d

)
6=
(

0
0

)
Vektoren in R2 welche nicht auf derselben Geraden durch den Nullpunkt

liegen, dann läßt sich jeder Vektor
(
u1
u2

)
∈ R2 schreiben als

(
u1
u2

)
= λ1

(
a
b

)
+ λ2

(
c
d

)
,

mit λ1, λ2 ∈ R. Es ist also R2 = Span
{(

a
b

)
,

(
c
d

)}
. Beispielsweise ist

R2 = Span
{(1

0

)
,

(
0
1

)}

= Span
{(1

0

)
,

(
1
1

)}

= Span
{(1

5

)
,

(
−1
3

)}

= Span
{(1

0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
5

)
,

(
2
7

)}
.
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Es gibt also viele verschiedene Erzeugendensysteme für R2.

b) Seien a, b ∈ R. Dann ist

Span
{(

a
b

)}
=
{
λ

(
a
b

)
| λ ∈ R

}
6= R2.

Ein Vektor des R2 erzeugt also niemals V = R2.

c) Seien v1, . . . , vn Vektoren in R2 derart, dass v1 6= 0 und v2 6= 0 nicht auf
derselben Geraden durch den Ursprung liegen. Dann gilt

R2 a)= Span{v1, v2} ⊆ Span{v1, v2, . . . , vn} ⊆ R2.

Also gilt Span{v1, . . . , vn} = R2.

Beispiel 4.5. a) Sei V = M2(R). Behauptung: S1 := {E11, E12, E21, E22} er-
zeugt V .

Beweis. Sei A =
(
a b
c d

)
, dann ist

A = a · E11 + b · E12 + c · E21 + d · E22.

Jedes A ∈ V läßt sich also als Linearkombination von S1 schreiben. Damit
gilt Span(S1) = V .

Allgemeiner: für n,m ∈ N istMn×m(R) = Span{Eij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},
denn A = ∑

i

∑
j aijEij für A = (aij) ∈Mn×m(R).

b) Wir zeigen, dass die Menge S2 :=
{(1 0

0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
1 −1

)}
den Vektorraum V = M2(R) erzeugt, also Span(S2) = V gilt.

Beweis. „⊇“: Nach Definition gilt Span(S2) ⊆ V .

„⊆“: Sei A =
(
a b
c d

)
∈ V ein beliebiges Element. Angenommen wir haben

(
a b
c d

)
= α ·

(
1 0
0 1

)
+ β ·

(
0 1
1 0

)
+ γ ·

(
1 0
1 0

)
+ δ ·

(
0 1
1 −1

)
,

für α, β, γ, δ ∈ R. Dann entspricht dies einem linearen Gleichungssystem
mit erweiterter Matrix 

1 0 1 0 a
1 0 0 −1 d
0 1 0 1 b
0 1 1 1 c

 .
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Die Zeilen-reduzierte Stufenform dieser Matrix ist dann (siehe 2.9 )
1 0 0 0 a+ b− c
0 1 0 0 c+ d− a
0 0 1 0 c− b
0 0 0 1 a+ b− c− d

 .

Das lineare Gleichungssystem hat also eine (eindeutige) Lösung. Wähle

α = a+ b− c,
β = c+ d− a,
γ = c− b,
δ = a+ b− c− d.

Dann folgt

α ·
(

1 0
0 1

)
+ β ·

(
0 1
1 0

)
+ γ ·

(
1 0
1 0

)
+ δ ·

(
0 1
1 −1

)
=
(
a b
c d

)
.

Also gilt Span(S2) = V .

Beispiel 4.6. a) Sei V = Rn[x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | ai ∈ R, 0 ≤ i ≤ n}.

Dann gilt

V = Span{1, x, x2, . . . , xn}
= Span{1, 1 + x, 1 + x+ x2, . . . , 1 + x+ · · ·+ xn}.

Beweis. Seien ai ∈ R für 0 ≤ i ≤ n.

i) Vektor a01+a1x+· · ·+anxn ist Linearkombination von {1, x, x2, . . . , xn}.
Also ist f Span{1, x, x2, . . . , xn} = Rn[x].

ii) Sei f = a01 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ Rn[x]. Dann f = an(1 + x+ · · ·+ xn) +

(an−1−an)(1 +x+ · · ·+xn−1) + (an−2−an−1)(1 +x+ · · ·+xn−2) + · · ·+
(a0−a1)·1. Also ist Span{1, 1+x, 1+x+x2, . . . , 1+x+· · ·+xn} = Rn[x].

b) Sei S = {f, g} ⊆ R2[x] mit f = 1 + 2x + x2 und g = 2 + x2. Die Menge S
erzeugt R2[x] nicht.

Beweis. Sei h ∈ R2[x] mit h(x) = 1, für alle x ∈ R. Es ist

f(x) g(x)
x = 0 1 2
x = 1 4 3
x = −1 0 3

.
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Angenommen es existiert λ, µ ∈ R mit h = λ · f + µ · g; dann ist

1 = λf(x) + µg(x), ∀x ∈ R.

Insbesondere gilt dann

x = 0 : 1 = λ · 1 + µ · 2,
x = 1 : 1 = λ · 4 + µ · 3,

x = −1 : 1 = λ · 0 + µ · 3.

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt µ = 1/3 und λ = 0. Eingesetzt in
die erste Gleichung erhalten wir den Widerspruch 1 = 0 + 2 · 1

3 = 2
3 . Es gibt

also keine λ, µ ∈ R mit h = λ · f +µ · g, und es folgt, Span{f, g} 6= R2[x].

Definition 4.7. Sei S ⊆ V . Die Menge S heißt linear abhängig, falls es (endlich viele
paarweise verschiedene Vektoren) v1, . . . , vn ∈ S gibt und Skalare λ1, . . . , λn ∈ K,
die nicht alle Null sind, so dass

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0V .

Andernfalls heißt S linear unabhängig. Die Menge S ist also linear unabhängig,
falls, wenn immer v1, . . . , vn ∈ S paarweise verschieden sind und λ1, . . . , λn ∈ K
existieren mit λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0V , dann folgt λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

Bemerkung 4.8. Sei S = {0V , v1, v2, . . . , vn} ⊆ V (beziehungsweise allgemeiner
0V ∈ S beliebig), dann ist S linear abhängig. Wähle λ1 = λ2 = · · · = λn = 0 und
λ0 = 1, dann ist

λ00V + λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0V ,
mit λ0 6= 0.

Beispiel 4.9. a) Seien
(
a
b

)
6=
(

0
0

)
und

(
c
d

)
6=
(

0
0

)
Vektoren in R2 welche

nicht auf derselben Geraden durch den Nullpunkt liegen. Wir behaupten,

dass die Menge S :=
{(

a
b

)
,

(
c
d

)}
∈ R2 linear unabhängig ist.

Beweis. Seien λ1, λ2 ∈ R mit

λ1

(
a
b

)
+ λ2

(
c
d

)
=
(

0
0

)
.

Angenommen λ1 6= 0, dann ist(
a
b

)
= −λ2

λ1

(
c
d

)
.

Also liegen
(
a
b

)
und

(
c
d

)
auf derselben Geraden durch

(
0
0

)
, was ein Wider-

spruch zu unserer Annahme ist. Es folgt λ1 = 0, und damit λ2

(
c
d

)
=
(

0
0

)
.

Da
(
c
d

)
6=
(

0
0

)
, folgt λ2 = λ1 = 0. Also ist S linear unabhängig.
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Zum Beispiel
{(1

0

)
,

(
0
1

)}
oder

{(1
0

)
,

(
1
1

)}
oder

{(1
5

)
,

(
−1
3

)}
sind

jeweils linear unabhängige Teilmengen von R2.

b) Seien
(
a
b

)
und

(
c
d

)
in R2, beide ungleich Null, auf derselben Gerade durch

den Ursprung. Dann existiert λ ∈ R mit(
c
d

)
= λ

(
a
b

)
.

Also ist
λ

(
a
b

)
+ (−1)

(
c
d

)
=
(

0
0

)
,

das heisst,
{(

a
b

)
,

(
c
d

)}
sind linear abhängig.

Beispiel 4.10. Sei V = R3.

a) Sei

v1 =

1
3
0

 , v2 =

 2
−3
4

 , v3 =

3
0
4

 .
Wähle λ1 = 1 = λ2 und λ3 = −1, dann ist

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0.

Also ist {v1, v2, v3} linear abhängig.

b) Sei

v1 =

 1
2
−1

 , v2 =

1
4
1

 , v3 =

 1
8
−1

 .
Angenommen λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0, dann ist

λ1 + λ2 + λ3 = 0,
2λ1 + 4λ2 + 8λ3 = 0,
−λ1 + λ2 − λ3 = 0.

R1 +R3 ⇒ λ2 = 0,
R2 − 2R1 ⇒ λ3 = 0,

⇒ λ1 = 0.

Also ist {v1, v2, v3} linear unabhängig.

Beispiel 4.11. Sei V = R3. Analog zum Beispiel 3.14 und 4.9 gilt:

i) Zwei Vektoren {v1, v2} sind linear unabhängig genau dann, wenn sie nicht
auf derselben Geraden durch 0V liegen.
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ii) Drei Vektoren {v1, v2, v3} sind linear unabhängig genau dann, wenn sie nicht
auf derselben Ebene durch 0V liegen.

iii) Vier oder mehr Vektoren in R3 sind immer linear abhängig.

Beispiel 4.12. Sei V = Abb(R,R). Sei S = {f, g, h} mit

f(x) = e2x, g(x) = x2, h(x) = x.

Angenommen λ1f + λ2g + λ3h = 0 für λ1, λ2, λ3 ∈ R. D.h. λ1e
2x + λ2x

2 + λ3x = 0,
für alle x ∈ R. Wähle x = 0, dann gilt λ1 = 0. Für x = 1 bzw. x = −1 bekommen
wir

λ2 + λ3 =0,
λ2 − λ3 =0.

Es folgt λ2 = 0 = λ3. Also ist S linear unabhängig.
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Kapitel 5

Basen von Vektorräumen

Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. In diesem Kapitel führen wir soge-
nannte Basen von Vektorräumen ein. Hierzu wiederholen wir zunächst die wichtige
Definition der linearen Unabhängigkeit von Vektoren. Konkrete Beispiele hierzu
haben wir bereits im letzten Kapitel behandelt, und ihr Verständnis ist wichtig,
um nun die Theorie weiter zu entwickeln.
Definition 5.1. S ⊆ V heißt linear unabhängig, falls wenn immer λ1v1 + · · · +
λnvn = 0 für n ∈ N, λ1, . . . , λn ∈ K und v1, . . . , vn ∈ S, dann folgt λ1 = · · · =
λn = 0K . Anderenfalls heißt S linear abhängig.
Bemerkung 5.2. a) ∅ ist linear unabhängig. Eine Menge S, die den Nullvektor

0V enthält ist linear abhängig.

b) Ist S ⊆ V linear unabhängig, dann ist auch jede Teilmenge von S wiederum
linear unabhängig.

c) Ist S ⊆ V linear abhängig, dann ist auch jede Menge T mit S ⊆ T ⊆ V
linear abhängig.

d) Ist S linear unabhängig in einem Teilraum W ≤ V , dann ist auch S linear
unabhängig in V .

Lemma 5.3. a) Seien {v1, . . . , vn} ⊆ V linear unabhängig, und sei v ∈ V .
Dann gilt:

i) {v1, . . . , vn, v} ist linear unabhängig genau dann, wenn v 6∈ Span{v1, . . . , vn}.
ii) {v1, . . . , vn, v} ist linear abhängig genau dann, wenn v ∈ Span{v1, . . . , vn}.

b) {v1, . . . , vn} ⊆ V ist linear abhängig genau dann, wenn es ein 1 ≤ i ≤ n gibt
mit vi ∈ Span{v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn}.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die anderen beiden Aussagen sind
lediglich Umformulierungen der ersten Aussage.
„⇐“ : Sei v ∈ Span{v1, . . . , vn}, dann existiert λi ∈ K mit v = ∑

λivi. Also

0 =
n∑
i=1

λivi + (−1)v,

wobei der Koeffizient von v ungleich Null ist. Nach Definition 5.1 ist die
Menge {v1, . . . , vn, v} linear abhängig.
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„⇒“ : Sei {v1, . . . , vn, v} linear abhängig. Aus Definition 5.1 folgt: existieren λi, λ ∈
K, nicht alle Null, mit

λ1v1 + · · ·+ λnvn + λv = 0.

Angenommen λ = 0. Dann ist
n∑
i=1

λivi = 0.

Da {v1, . . . , vn} linear unabhängig, folgt λ1 = · · · = λn = 0 = λ, ein Wider-
spruch zu Voraussetzung. Also ist λ 6= 0. Damit ist

λv =
n∑
i=1
−λivi

⇒ v =
n∑
i=1
−λiλ−1vi

⇒ v ∈ Span{v1, . . . , vn}.

Bemerkung: Lemma 5.3 gilt auch für unendlichen Mengen S ⊆ V .

Theorem 5.4. Sei {0} 6= V ein K-Vektorraum. Sei S = {v1, . . . , vn} ⊆ V . Es
sind äquivalent:

1) S ist maximal (=unverlängerbar) linear unabhängig in V .

2) S ist ein minimales (=unverkürzbares) Erzeugendensystem von V .

3) S ist ein linear unabhängiges Erzeugendensystem von V .

4) S ist ein Erzeugendensystem von V , aus dem sich jedes v ∈ V eindeutig
linear kombinieren läßt.

Beweis. Wie zeigen 1)⇒ 4)⇒ 3)⇒ 2)⇒ 1).

1)⇒ 4) i) Sei S = {v1, . . . , vn} maximal linear unabhängig. Dann ist {v1, . . . , vn, v}
linear abhängig für alle v ∈ V . Also v ∈ Span{v1, . . . , vn}, für alle
v ∈ V . Daraus folgt V ≤ Span{v1, . . . , vn} ≤ V , und damit V =
Span{v1, . . . , vn}.

ii) Angenommen v ∈ V mit ∑λivi = v = ∑
µivi, für λi, µi ∈ K. Dann

ist 0 = ∑(λi − µi)vi. Da die Vektoren {v1, . . . , vn, v} linear unabhängig
sind, folgt λi − µi = 0, für alle i. Also λi = µi für alle 1 ≤ i ≤ n.

4)⇒ 3) Angenommen 0 = ∑
λivi mit λi ∈ K. Es gilt aber auch die Darstellung

0 = ∑ 0 · vi; daher folgt nach Voraussetzung 4): λi = 0 für alle i. Also ist
S = {v1, . . . , vn} linear unabhängig.
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3)⇒ 2) Nach Voraussetzung ist S ein Erzeugendensystem von V . Angenommen S ist
kein minimales Erzeugendensystem von V , dann existiert ein Vektor in S, der
nicht nötig ist, um V zu erzeugen. Ohne Einschränkung sei dies vn. Dann ist
V = Span{v1, . . . , vn−1} und vn ∈ Span{v1, . . . , vn−1}. Nach Lemma 5.3 folgt,
dass S = {v1, . . . , vn−1, vn} linear abhängig ist. Dies ist aber im Widerspruch
zur Voraussetzung, also ist S ein minimales Erzeugendensystem.

2)⇒ 1) i) Nach Voraussetzung ist S ein minimales Erzeugendensystem von V .
Angenommen S ist linear abhängig, dann existiert nach Lemma 5.3
ein k ∈ K mit vk = Span{v1, . . . , vk−1, vk+1, . . . , vn} = SpanS \ {vk}.
Dann ist Span(S) = Span(S \ {vk}). Damit ist S nicht ein kleinstes
Erzeugendensystem, was nach Voraussetzung nicht sein kann. Demnach
muss S linear unabhängig sein.

ii) Angenommen S ist linear unabhängig, aber nicht maximal linear unab-
hängig. Dann existiert ein Vektor v ∈ V so, dass S∪{v} linear unabhän-
gig ist. Nach Lemma 5.3 gilt v 6∈ SpanS. Damit ist aber V 6= SpanS,
was ein Widerspruch zur Voraussetzung darstellt. Also ist S maximal
linear unabhängig.

Definition 5.5. Sei V ein K Vektorraum

a) Eine Teilmenge B ⊆ V heißt eine Basis von V, falls

i) B linear unabhängig,
ii) SpanB = V .

Eine Basis ist also ein linear unabhängiges Erzeugendensystem, und damit
ebenfalls durch die äquivalenten Aussagen in Theorem 5.4 charakterisiert.

b) Sei B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Der Spaltenvektor (λ1, . . . , λn)T ∈
Kn, der durch v = ∑

λivi nach Theorem 5.4 eindeutig definiert ist, heißt
Koordinatenvektor von v ∈ V bezüglich der Basis B. Für die Definition des
Vektors (λ1, . . . , λn)T , siehe Definition 6.1.

Beispiel 5.6. 1) V = {0V } hat die Basis ∅.

2) V = Kn hat die Basis E = {e1, . . . , en}, wobei ei definiert ist als Vektor
mit allen Einträgen Null, ausser einer Eins an der i-ten Stelle. Dann gilt für
einen beliebigen Vektor x = (x1, . . . , xn)T die Gleichung x = ∑

xiei, also ist
∈ Span E . Die Menge E ist linear unabhängig. Man nennt E Standardbasis
von Kn.

3) Ein Vektorraum kann verschiedene Basen haben. Zum Beispiel V = R2 hat
Basis {(a, b)T , (c, d)T}, für beliebige Vektoren 0V 6= (a, b)T und 0V 6= (c, d)T
in R2, die nicht auf derselben Geraden durch 0V liegen.
Zum Beispiel ist die Menge {v1, v2, v3} mit v1 = (1, 1)T , v2(1, 2), v3 = (2, 1)T ∈
R2 keine Basis von R2, während {v1, v2}, {v1, v3} und {v2, v3} drei mögliche
Basen von R2 sind.
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4) a) Mm×n(K) hat Basis

E := {Eij, | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}.

Man nennt E Standardbasis von Mm×n(K).
b) Sei V = M2(R). Dann ist

B =
{(1 0

0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
1 −1

)}

nach Beispiel 4.5 ein Erzeugendensystem von V. Der Leser kann leicht
nachprüfen, dass diese Menge von Vektoren auch linear unabhängig ist.

c) Sei v =
(

1 2
0 2

)
. Dann ist

v = 3 ·
(

1 0
0 1

)
+ 1 ·

(
0 1
1 0

)
+ (−2)

(
1 0
1 0

)
+ 1 ·

(
0 1
1 −1

)
.

Der Koordinatenvektor von v ist also


3
1
−2
1

.
5) C als R-Vektorraum hat die Basis {1, i}.

Definition 5.7. Ein K-Vektorraum V heißt endlich erzeugt, falls es eine endliche
Teilmenge S ⊆ V gibt mit V = Span(S).

Theorem 5.8 (Basisauswahlsatz). Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum hat eine
(endliche) Basis. Genauer: Ist V = Span(S) und |S| = n <∞, dann existiert eine
Teilmenge B ⊆ S mit B Basis von V .

Beweis. a) Ist V = {0V }, so ist ∅ die Basis von V ist. Sei also V 6= {0V } und S =
{v1, . . . , vn} mit Span(S) = V . Angenommen vi = 0 für ein 1 ≤ i ≤ n. Dann
gilt V = Span(S) = Span{v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn}. Ohne Einschränkung sei
also vi 6= 0 für 1 ≤ i ≤ n.

b) i) Sei n = 1 = |S|, d.h. S = {v1}. Da v1 6= 0, ist S linear unabhängig. Also
ist S eine Basis von V .

ii) Sei die Behauptung nun wahr für alle Vektorräume, die von weniger als
n Elementen erzeugt werden.

iii) Sei S = {v1, . . . , vn} mit Span(S) = V . Ist S linear unabhangig, dann
ist S eine Basis von V . Angenommen S ist linear abhängig, dann gibt es
nach Lemma 5.3 einen Index i mit vi ∈ Span{v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn}.
Damit ist V = Span{v1, . . . , vn} = Span(S \ {vi}), d.h. V wird von
n− 1 Elementen erzeugt. Nach Induktionsvorraussetzung existiert eine
Teilmenge B von S, mit B ist eine Basis von V .
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Beispiel 5.9. Sei V = R3, und gegeben seien die Vektoren

v1 =

1
0
0

 , v2 =

0
1
0

 , v3 =

1
1
0

 , v4 =

0
1
1

 , v5 =

1
0
1

 .
Wir konstuieren eine Teilmenge dieser Vektoren, die eine Basis von V bildet:

i) Finde eine lineare Abhängigkeit zwischen den Vektoren {vi}i=1,...,5, beispiels-
weise ist

v3 = v1 + v2, beziehungsweise es ist v1 + v2 + (−1)v3 = 0.

Also ist Span{v1, . . . , v5} = Span{v1, v2, v4, v5}.

ii) Finde eine lineare Abhängigkeit zwischen den Vektoren v1, v2, v4, v5, beispiels-
weise ist

v1 − v2 + v4 − v5 = 0.

Also ist Span{v1, v2, v4, v5} = Span{v1, v2, v4}.

iii) Da S = {v1, v2, v4} linear unabhängig ist, folgt S ist Basis von V = R3.

Endlich erzeugte Vektorräume haben nach Theorem 5.8 eine Basis. Ein Vektorraum
V kann aber viele verschiedene Basen haben. Wie vergleichen sich zwei verschiedene
Basen von V ? Um diese Frage zu beantworten, benötigen wir das folgende wichtige
Hilfsmittel:

Lemma 5.10 (Austauschlemma). Sei V ein K-Vektorraum und sei S = {v1, . . . , vn}
eine Teilmenge von V . Sei 0 6= w = ∑

λivi ∈ V . Angenommen λk 6= 0, für
einen Index k, wobei 1 ≤ k ≤ n. Definiere die Menge T := (S ∪ {w}) \ {vk} =
{v1, . . . , vk−1, w, vk+1, . . . , vn}.

a) Es ist Span(S) = Span(T ).

b) Ist S eine Basis von V , dann ist auch T eine Basis von V .

Beweis. a) i) Da 0 6= w = ∑
λivi existiert ein Index k mit λk 6= 0. Dann ist

λkvk = w −
∑
i 6=k

λivi,

beziehungsweise

vk = λ−1
k w −

∑
i 6=k

λ−1
k λivi ∈ Span(T ).

Es folgt {v1, . . . , vn} = S ⊆ Span(T ) und somit Span(S) ⊆ Span(T ).
ii) Wir zeigen jetzt noch die Umkehrung: Es ist w = ∑

λivi ∈ Span(S). Es
folgt, dass T ⊆ Span(S) und damit Span(T ) ⊆ Span(S).

Damit ist Span(T ) = Span(S).
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b) Sei S eine Basis von V . Wir zeigen, dass T linear unabhängig ist. Ohne
Einschränkung sei k = 1, d.h. λ1 6= 0, T = {w, v2, . . . , vn}.
Sei nun 0 = µw + µ2v2 + · · · + µnvn, mit µ, µi ∈ K. Wir setzen für w die
obige Summe ein

0 = µ

(∑
i

λivi

)
+ µ2v2 + · · ·+ µnvn

= µλ1v1 + (µλ2 + µ2)v2 + · · ·+ (µλn + µn)vn.

Und da S linear unabhängig ist folgt µλ1 = µλ2 + µ2 = · · · = µλn + µn = 0.
Da λ1 6= 0 folgt µ = 0 und somit µ2 = · · · = µn = 0. Damit ist auch T linear
unabhängig und mit a) eine Basis von V .

Theorem 5.11 (Austauschsatz). Sei V ein K-Vektorraum mit Basis {v1, . . . , vn}.
Sei {w1, . . . , wm} ⊆ V linear unabhängig. Dann ist

i) m ≤ n, und

ii) es gibt Indizes {i1, . . . , im} ⊆ {1, . . . , n} so, dass

({v1, . . . , vn} \ {vi1 , . . . , vim}) ∪ {w1, . . . , wm}

eine Basis von V ist.

Dieses Theorem wird Austauschsatz genannt und basiert auf Lemma 5.10. Es zeigt
uns, wie wir einen Basiswechsel durchführen können, so dass von uns gewünschte
linear unabhängige Vektoren in der Basis liegen.

Beweis. a) Durch Umsortieren können wir annehmen, dass i1 = 1, i2 = 2, . . . ,
im = m gilt. Wir zeigen, dass dann {w1, . . . , wm, vm+1, . . . , vn} eine Basis von
V ist.

Induktion nach m:

i) Induktionsanfang: Sei m = 0: ∅ ⊆ V linear unabhängig. Also ist das Theorem
in diesem Fall korrekt.

ii) Sei m ≥ 1 und das Theorem sei wahr für m− 1 Vektoren. Da {w1, . . . , wm}
linear unabhängig ist, folgt, dass auch {w1, . . . , wm−1} linear unabhängig
ist. Nach geeigneter Umnummerierung der Vektoren gilt nach Induktions-
vorraussetzung m− 1 ≤ n und {w1, . . . , wm−1, vm, . . . , vn} ist eine Basis von
V .

iii) Angenommen m − 1 = n. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Menge
{w1, . . . , wm−1, vm, . . . , vn} eine Basis von V . Diese Annahme besagt also,
dass {w1, . . . , wm−1} bereits eine Basis von V ist. Nach Satz 5.5 ist eine Basis
maximal linear unabhängig. Aber die größere Menge {w1, . . . , wm} ist linear
unabhängig, womit {w1, . . . , wm−1} nicht maximal linear unabhängig sein
kann, und somit auch keine Basis ist. Dies ist ein Widerspruch. Es ist folglich
m− 1 < n, also m ≤ n.
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iv) Da nach ii) die Menge {w1, . . . , wm−1, vm, . . . , vn} eine Basis von V ist und
wm ∈ V , gibt es Koeffizienten λi ∈ K mit

λ1w1 + . . . λm−1wm−1 + λmvm + · · ·+ λnvn = wm.

Angenommen λm = · · · = λn = 0. Dann ist wm = ∑m−1
i=1 λiwi, womit die

Menge {w1, . . . , wm} linear abhängig wäre, was nach Voraussetzung falsch ist.
Also existiert ein k mit m ≤ k ≤ n, so dass λk 6= 0. Nach Umsortierung sei
o.E. k = m. Mit Austauschlemma 5.10 folgt dann, dass

{w1, . . . , wm, vm+1, . . . , vn}

eine Basis von V ist.

Korollar 5.12. Sei V ein K-Vektorraum mit einer endlichen Basis. Dann gilt:

a) Jede Basis von V ist endlich.

b) Je zwei Basen von V haben gleiche Kardinalität.

Beweis. a) Sei {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Sei W := {wi | i ∈ I} eine
weitere Basis. Angenommen |I| = ∞, dann gibt es nach Bemerkung 5.2
Indizes i1, . . . , in+1 ∈ I mit {wi1 , . . . , win+1} linear unabhängig. Mit dem
Austauschsatz 5.11 folgt n+ 1 < n. Dies ist ein Widerspruch, also ist |I| <∞.

b) Seien {v1, . . . , vn} und {w1, . . . , wm} Basen von V . Wende nun Theorem 5.11
zweimal an: Dann ist n ≤ m und m ≤ n. Also ist m = n.

Definition 5.13. Sei V ein K-Vektorraum. Wir definieren die Dimension von V ,
dimK(V ) oder dim(V ), durch

dimK(V ) :=

n falls V eine Basis mit n Elementen besitzt,
∞ sonst (falls V keine endliche Basis besitzt).

V heißt endlich dimensional, falls dim(V ) = n <∞. Anderenfalls heißt V unendlich
dimensional.

Beispiel 5.14. 1) dim(0V ) = 0.

2) dimK(Kn) = n.

3) dimRC = 2.

4) dimKMm×n(K) = m · n.

5) Der Vektorraum K[x] aller Polynome in einer Variablen x mit Koeffizi-
enten in einem Körper K mit unendlich vielen Elementen hat die Basis
B := {1, x, x2, . . . }, das heisst dimK K[x] =∞. Nach Definition von K[x] in
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Beispiel 3.7 ist B ein Erzeugendensystem von K[x]. Um die lineare Unab-
hängigkeit dieser Menge zu beweisen, benötigen wir den Fundamentalsatz
der Algebra. Angenommen die Menge B ist linear abhängig. Dann existiert
nach Definition eine endliche Teilmenge {xm1 , xm2 , . . . , xmt} ⊂ B, die linear
abhängig ist. Es existieren also Skalare λi ∈ K derart, dass die Nullfunktion
geschrieben werden kann als 0 = ∑t

i=1 λix
mi , und nicht alle λi sind Null.

Die Nullfunktion hat unendlich viele verschiedene Nullstellen in K. Nach
dem Fundamentalsatz der Algebra hat das Polynom ∑t

i=1 λix
mi nur endlich

viele verschiedene Nullstellen. Dies ist ein Widerspruch. Also ist B linear
unabhängig. Der Fundamentalsatz der Algebra wird häufig as Anwendung in
der Komplexen Analysis bewiesen, gelegentlich auch – aber weniger schön –
in der Algebravorlesung.

6) a) Sei W ≤ R2 ein Unterraum von R2. Es gibt drei mögliche Klassen von
solchen Unterräumen:
i) W = R2 ⇔ dimW = 2.
ii) W ist eine Gerade durch den Ursprung ⇔ dimW = 1.
iii) Oder W = {0V } ⇔ dimW = 0.

b) Sei W ≤ R3 ein Unterraum, dann gibt es vier mögliche Klassen von
Unterräumen:
i) W = R3 ⇔ dimW = 3.
ii) W ist eine Ebene durch den Ursprung ⇔ dimW = 2.
iii) W ist eine Gerade durch den Ursprung ⇔ dimW = 1.
iv) Oder W = {0V } ⇔ dimW = 0.

Korollar 5.15. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension dim V = n.

a) Jede Teilmenge von V mit n+ 1 oder mehr Vektoren ist linear abhängig.

b) Ist {v1, . . . , vn} ⊆ V linear unabhängig, dann ist {v1, . . . , vn} Basis von V .

Beweis. a) Diese Aussage ist die Kontraposition des Austauschsatzes 5.11. Letz-
tere Satz besagt:

J ⊆ V ist linear unabhängig⇒ |J | ≤ n.

Die Kontraposition dieser Aussage ist:

|J | ≥ n+ 1⇒ J ist linear abhängig.

b) Nach a) ist {v1, . . . , vn} ⊆ V maximal linear unabhängig. Mit Theorem 5.4
folgt die Behauptung.

Korollar 5.16 (Basisergänzungssatz). Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.
Jede linear unabhängige Menge S ⊆ V lässt sich zu einer Basis von V ergänzen,
d.h. es gibt eine Basis B ⊆ V von V mit S ⊆ B.
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Bemerkung: Dies gilt auch für unendlich erzeugte Vektorräume, wobei das Lemma
von Zorn benötigt wird, welches äquivalent zum Auswahlaxiom ist. Dies wird
typischerweise erst in fortgeschrittenen Vorlesungen behandelt.

Beweis. Sei V endlich erzeugt. Dann hat V nach Theorem 5.8 eine endliche Basis
{v1, . . . , vn}. Sei S = {w1, . . . , wm}. Nach Voraussetzung ist S linear unabhängig.
Nach Austauschsatz 5.11 ist m ≤ n und (nach Umsortieren) ist die Menge B :=
{w1, . . . , wm, vm+1, . . . , vn} eine Basis von V mit S ⊆ B.

Korollar 5.17. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und sei W ≤ V ein
Unterraum. Es gilt

a) W ist auch endlich erzeugt,

b) dimW ≤ dim V ,

c) dimW = dimV genau dann, wenn W = V .

Bemerkung: Die letzte Aussage über die Gleichheit gilt nicht für unendlich
erzeugte Vektorräume. Betrachte dazu V := {f : R→ R : f stetig} und W := {f ∈
V : f Polynom}. Dann gilt dimW = dimV =∞, aber W � V .

Beweis. i) Sei V endlich erzeugt, d.h. nach dem Auswahlsatz 5.8 gilt dim V =
n <∞. Sei W ≤ V ein Unterraum und sei S ⊆ W linear unabhängig. Dann
ist S ⊆ V linear unabhängig, siehe Bemerkung 5.2. Mit dem Austauschsatz
5.11 folgt |S| ≤ dim V = n.

ii) Wähle B ⊆ W maximal linear unabhängig. Dann ist B nach Definition 5.5
und Theorem 5.4 eine Basis von W . Nach i) gilt |B| ≤ n = dim V . Also ist
W endlich erzeugt und dimW = |B| ≤ dim V .

iii) Ist dimW = dim V , so gilt |B| = n, dass heißt B ist eine Basis von V und
von W . Ist V = W , dann gilt trivialerweise dimW = dimV .

Lemma 5.18. Es is V ein nicht endlich erzeugter K-Vektorraum ⇔ ∀n ≥ 1
existiert eine linear unabhängige Teilmenge Sn = {v1, . . . , vn} ⊆ V .

Beweis. „⇒“ : Wir machen einen Beweis durch Induktion nach n.

i) Sei n = 1. Da V nicht endlich erzeugt ist, kann V nicht der Nullvektor-
raum sein. V enthält also immer einen Vektor v, der nicht der Nullvektor
ist. Somit ist {v} linear unabhängig.

ii) Sei n ≥ 1 und sei die Behauptung wahr für n− 1, das heisst es existiert
eine Teilmenge Sn−1 := {v1, . . . , vn−1} ⊆ V , die linear unabhängig ist.

iii) Da V nicht endlich erzeugt ist, folgt Span(Sn−1) 6= V . Wähle nun
einen Vektor v ∈ V \ Span(Sn−1). Dann gilt nach Lemma 5.3, dass
Sn := Sn−1 ∪ {v} linear unabhängig in V ist.
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„⇐“ : Angenommen V ist endlich erzeugt. Dann gibt es Vektoren v1, . . . , vn ∈ V
mit V = Span{v1, . . . , vn}. Es folgt, dass Vektorraum V eine endliche Basis
mit dim V ≤ n Elementen besitzt. Nach Korollar 5.15 ist dann jede beliebige
Menge mit n+ 1 oder mehr Vektoren linear abhängig, was im Widerspruch
zur Voraussetzung steht. Also ist V nicht endlich erzeugt.

Beispiel 5.19. Sei X 6= ∅ eine Menge. Nach Beispiel 3.6 ist V = Abb(X,K) ein
K-Vektorraum. Für y ∈ X definiere fy : X → K durch

fy(x) =

1, falls x = y,
0, sonst.

Seien y1, . . . , yn ∈ X, paarweise verschieden. Dann ist {fy1 , . . . , fyn} ⊆ V linear
unabhängig. Ist |X| =∞, so folgt nach Lemma 5.18, dass V nicht endlich erzeugt
ist.

Beweis. Sei ∑n
i=1 λifyi

= 0 für Skalare λi ∈ K. Dann ist

0 =
(∑

λifyi

)
(x) =

∑
λifyi

(x),∀x ∈ X.

Wähle x = yi, 1 ≤ i ≤ n. Damit folgt λ1 = · · · = λn = 0. Also ist {fy1 , . . . , fyn}
linear unabhängig.

Beispiel 5.20. Die reellen Zahlen R bilden einen Q-Vektorraum. Dieser ist nicht
endlich erzeugt. Angenommen er wäre endlich erzeugt. Dann existiert eine endliche
Q-Basis B = {v1, . . . , vn} von R. Jeder Vektor v ∈ R lässt sich damit eindeutig
als Linearkombination in der Basis B schreiben. Dann hat R = V =| Q |n viele
Elemente. Da Q abzählbar ist, folgt R ist abzählbar. Dies ist ein Widerspruch zu
R überabzählbar.
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Kapitel 6

Anwendungen zu Basen von
Vektorräumen

SeiK ein Körper und V ein endlich dimensionalerK-Vektorraum. In diesem Kapitel
vertiefen wir die gelernten Konzepte von Basen und Dimension von Vektorräumen.
Hierzu konstruieren wir explizit Basen von Vektorräumen durch Basisergänzung,
wie im letzten Kapitel beschrieben, und wir charakterisieren sogenannte direkte
Summen von Vektorräumen.

Definition 6.1. Sei A = (aij) ∈Mm×n(K) eine m× n-Matrix. Definiere die zu A
transponierte Matrix AT = (bij) ∈ Mn×m(K), wobei bij := aji, für 1 ≤ i ≤ n und
1 ≤ j ≤ m. Zum Beispiel ist

(
3 −1 2
0 1 1

)T
=

 3 0
−1 1
2 1

 .
Lemma 6.2. Seien A,B ∈Mm×n(K) und C ∈Mn×p(K), λ ∈ K. Dann gilt:

i) (AT )T = A;

ii) (A+B)T = AT +BT ;

iii) (λA)T = λAT ;

iv) (BC)T = CTBT .

Beweis. Die Beweise der ersten drei Aussagen sind sind klar. Wir beweisen nur die
letzte Aussage: Schreibe B = (bij) und C = (cij). Dann ist der

(ij)te Eintrag von (BC)T =(ji)te Eintrag von BC

=
n∑
t=1

bjtcti =
n∑
t=1

ctibjt

=
n∑
t=1

(CT )it · (BT )tj

=(ij)te Eintrag von CTBT .
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Definition 6.3. Sei A ∈Mm×n(K). Seien a1, . . . , am die m Zeilenvektoren von A,
also

ai := (ai1, ai2, . . . , ain)T =


ai1
ai2
...
ain

 ∈ Kn, 1 ≤ i ≤ m.

Seien a1, . . . , an die n Spalten von A, also

aj :=


a1j
a2j
...
amj

 ∈ Km, 1 ≤ j ≤ n.

Definiere

ZR(A) := Span{a1, . . . , am} ≤ Kn, den Zeilenraum von A,
SR(A) := Span{a1, . . . , an} ≤ Km, den Spaltenraum von A.

Wir nennen dim ZR(A) den Zeilenrang und dim SR(A) den Spaltenrang von A.

Lemma 6.4. Sei A ∈Mm×n(K).

a) Sei P ∈Mm(K). Dann ist ZR(PA) ⊆ ZR(A).
Ist P invertierbar, so gilt ZR(PA) = ZR(A).

b) Sei Q ∈Mn(K). Dann ist SR(AQ) ⊆ SR(A).
Ist Q invertierbar, so gilt SR(AQ) = SR(A).

Beweis. a) i) Sei A = (aij) ∈ Mm×n(K) und P = (pij) ∈ Mm(K). Seien
a1, . . . , am die Zeilen von A. Die (transponierte) i-te Zeile von PA ist

y1
...
yn

 ,
mit yj = ∑m

t=1 pitatj, 1 ≤ j ≤ n. Damit ist
y1
y2
...
yn

 =


pi1a11 + pi2a21 + · · ·+ pimam1
pi2a12 + pi2a22 + · · ·+ pimam2

...


= pi1a1 + pi2a2 + . . . pimam ∈ Span{a1, . . . , am} = ZR(A) .

Damit liegen alle Zeilen von PA in ZR(A), d. h. Span(Zeilen von PA) ⊆
ZR(A) und somit folgt ZR(PA) ⊆ ZR(A).

ii) Sei P nun invertierbar. Dann existiert P−1 ∈Mm(K) und es ist ZR(A) =

ZR(P−1(PA))
i)
⊆ ZR(PA). Mit i) folgt ZR(A) = ZR(PA).
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b) Analog zu a).

Korollar 6.5. Sei A ∈Mm×n(K).

a) ZR(A) ändert sich nicht, wenn man elementare Zeilenumformungen auf A
anwendet.

b) SR(A) ändert sich nicht, wenn man elementare Spaltenumformungen auf A
anwendet.

Beweis. a) Nach Lemma 2.6 sind elementare Zeilenumformungen durch Multi-
plikation mit einer invertierbaren Elementarmatrix gegeben. Die Behauptung
folgt dann aus Lemma 6.4.

b) Analog zu a).

Bemerkung 6.6. Wir geben ein Verfahren an zur Berechnung einer Basis eines
Unterraumes des Kn:

a) Sei S = {v1, . . . , vn} ⊆ Kn und V = Span(S). Sei

A =


vT1
vT2
...
vTn

 ∈Mm×n(K)

eine Matrix mit den Eintrag vTi in der i-ten Zeile. Sei E die Zeilen-reduzierte
Stufenform von A. Nach Korollar 6.5 gilt ZR(E) = ZR(A) = Span(S) = V .
Die Zeilen von E, die nicht Null sind, bilden eine Basis von V .

b) Wir demonstrieren das Verfahren an einem Beispiel. Sei

v1 =


1
−2
5
−3

 , v2 =


2
3
1
−4

 , v3 =


3
8
−3
−5

 .

Sei V = Span{v1, v2, v3} ⊂ R4. Betrachte

A =

1 −2 5 −3
2 3 1 −4
3 8 −3 −5

 ,
mit ZR(A) = Span{v1, v2, v3} = V . Wir wenden einige Zeilenumformungen
(R2 → R2 − 2R1, R3 → R3 − 3R1, R3 → R3 − 2R2) an und bekommen die
Matrix 1 −2 5 −3

0 7 −9 2
0 0 0 0

 .
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Diese Matrix ist noch nicht in Zeilen-reduzierter Stufenform, aber in Stu-
fenform. Die Stufenform impliziert bereits, dass die Zeilenvektoren linear
unabhängig sind. Also ist 


1
−2
5
−3

 ,


0
7
−9
2




eine Basis von V .

Beispiel 6.7. Gegeben seien Unterräume

X :=
{
(x1, x2, x3, x4)T ∈ R4 | x2 + x3 + x4 = 0

}
≤ R4,

Y :=
{
(x1, x2, x3, x4)T ∈ R4 | x1 + x2 = 0, x3 = 2x4

}
≤ R4.

Unser Ziel ist es Basen BX∩Y , BX , BY und BX+Y der Vektorräume X ∩ Y , X, Y
und X + Y zu bestimmen, derart, dass gilt: BX∩Y ⊆ BX und BX∩Y ⊆ BY , sowie
BX beziehungsweise BY ist enthalten in BX+Y .

a) Wir beginnen mit der Bestimmung einer Basis von X ∩ Y . Hierzu bestimmen
wir die Lösungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

x2 + x3 + x4 = 0
x1 + x2 = 0
x3 − 2x4 = 0.

Die hierzu gehörige erweiterte Matrix wird auf Zeilen-reduzierte Stufenform
gebracht. Diese ist: 1 0 0 −3 0

0 1 0 3 0
0 0 1 −2 0


Sei nun x4 = α ∈ R. Dann ist x1 = 3α, x2 = −3α und x4 = 2α.
Somit ist

X ∩ Y =



x1
...
x4

 = α ·


3
−3
2
1


∣∣∣∣∣∣α ∈ R

 .
Dementsprechend hat X ∩ Y die Basis BX∩Y = {w := (3,−3, 2, 1)T} und
somit ist dimX ∩ Y = 1.

b) Wir erweitern nun die gefundene Basis BX∩Y zu einer Basis BX von X. Es
ist

X =



x1
...
x4

 = x1


1
0
0
0

+ x2


0
1
0
−1

+ x3


0
0
1
−1


∣∣∣∣x1, x2, x3 ∈ R

 .
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Eine Basis von X ist {(1, 0, 0, 0)T , (0, 1, 0,−1)T , (0, 0, 1,−1)T}. Mit Hilfe des
Austauschlemmas 5.10 können wir nun w in die Basis einbringen. Es ist
w = 3 · v1 + (−3)v2 + 2v3. Damit können wir als Basis von X die Menge
BX = {w, v1, v2} ⊇ BX∩Y = {w} wählen.

c) Genauso finden wir eine Basis BY mit BX∩Y = {w} ⊆ BY . Zunächst ist die
Menge {u1 = (−1, 1, 0, 0)T , u2 = (0, 0, 2, 1)T} eine Basis von Y , und es gilt
w = (−3)u1 + u2. Wir setzen BY = {w, u1}. Dann ist BY eine Basis von Y
mit BX∩Y ⊆ BY .

d) Unsere Behauptung ist nun, dass C = {w, u1, v1, v2} eine Basis von X + Y
ist. Insbesondere ist dann dimX + Y = 4. Da X + Y ≤ R4 ist, gilt nach 5.17,
dass X + Y = R4.

Beweis. i) Da {w, v1, v2} eine Menge linear unabhängiger Vektoren ist und
u1 6∈ Span{w, v1, v2} = X (da sonst u1 ∈ X ∩ Y wäre), folgt, dass C
linear unabhängig ist.

ii) Da C ⊆ X + Y ist auch Span C ⊆ X + Y ⊆ R4. Da dim C = 4 = dimR4

folgt, dass dimX + Y = 4, d.h. X + Y = R4. Somit ist C eine Basis von
X + Y .

Bemerkung: Der Beweis des folgenden Satzes zeigt, dass die Argumente in d)
allgemein gelten.
Theorem 6.8. Seien X, Y ≤ V Unterräume eines K-Vektorraumes V , dann gilt

dim(X + Y ) = dimX + dim Y − dim(X ∩ Y ).

Beweis. a) Sei BX∩Y = {v1, . . . , vn} eine Basis von X ∩ Y . Da X ∩ Y ≤ X ein
Unterraum ist folgt mit Korollar 5.16, dass es eine Basis BX von X gibt, mit
BX∩Y ⊆ BX . Sei

BX = {v1, . . . , vn, x1, . . . , xs}.

Da X ∩ Y ≤ Y ein Unterraum ist folgt wieder mit Korollar 5.16, dass es eine
Basis BY von Y gibt, mit BX∩Y ⊆ BY . Analog sei

BY = {v1, . . . , vn, y1, . . . , yt}.

Wir zeigen nun, dass C := {v1, . . . , vn, x1, . . . , xs, y1, . . . , yt} eine Basis von
X + Y ist.
Angenommen dies ist wahr, dann folgt

dimX ∩ Y = n

dimX = n+ s

dim Y = n+ t

dimX + Y = n+ s+ t,

also gilt

dimX + Y = n+ s+ t = (n+ s) + (n+ t)− n
= dimX + dim Y − dim(X ∩ Y ).
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b) Wir zeigen die Behauptung: C ist eine Bais von X + Y .

i) Sei v ∈ X + Y , dann gibt es ein x ∈ X und ein y ∈ Y mit v = x+ y.
Da x ∈ X, gibt es αi ∈ K und βi ∈ K mit

x = α1v1 + · · ·+ αnvn + β1x1 + · · ·+ βsxs.

Da y ∈ Y gibt es γi, δi ∈ K mit

y = γ1v1 + · · ·+ γnvn + δ1y1 + · · ·+ δtyt.

Somit ist

v =
∑

αivi +
∑

βixi +
∑

γivi +
∑

δiyi ∈ Span(C).

ii) Sei 0 = ∑
αivi+

∑
βixi+

∑
γiyi für Skalare αi, βi, γi ∈ K. Wir definieren

z = ∑
αivi +

∑
βixi = −∑ γiyi ∈ X ∩ Y . Da z ∈ X ∩ Y , gibt es Skalare

λi ∈ K mit z = ∑
λivi. Und somit folgt ∑λivi = ∑

αivi +∑
βixi. Also

0 =
∑

αivi +
∑

(−λi)vi +
∑

βixi =
∑

(αi − λi)vi +
∑

βixi.

Da {v1, . . . , vn, x1, . . . , xs} linear unabhängig ist, folgt αi = λi für alle i,
sowie βi = 0 für alle i. Also folgt

z =
∑

αivi +
∑

βi︸︷︷︸
0

xi =
∑

αivi = −
∑

γiyi,

also ist 0 = ∑
αivi+

∑
γiyi. Da {v1, . . . , vn, y1, . . . , yt} linear unabhängig

ist, folgt αi = 0 für alle i, 1 ≤ i ≤ n und γi = 0 für alle i, 1 ≤ i ≤ t. Also
ist C linear unabhängig.

Definition 6.9. Sei V ein K-Vektorraum, seien X, Y ≤ V Unterräume mit

i) V = X + Y und

ii) X ∩ Y = {0V }.

Dann heißt V = X + Y die (innere) direkte Summe von X und Y . Wir schreiben
V = X ⊕ Y .

Theorem 6.10. Seien X, Y ≤ V Unterräume. Es sind äquivalent

1) V = X ⊕ Y .

2) Jedes v ∈ V lässt sich eindeutig schreiben als v = x + y, mit x ∈ X und
y ∈ Y .

3) X ∩ Y = {0V } und dim V = dimX + dim Y .

4) X + Y = V und dim V = dimX + dim Y .

60



Beweis. Wir verwenden wieder einen Ringschluss (1)⇒ 2)⇒ 3)⇒ 4)⇒ 1)), um
Theorem 6.10 zu beweisen.

1)⇒ 2): Sei V = X ⊕ Y . Dann gilt nach Definition 6.9, dass V = X + Y , d.h. zu
v ∈ V gibt es ein x ∈ X und y ∈ Y mit v = x+ y.
Wir nehmen nun an diese Zerlegung sei nicht eindeutig, also sei v = x1 + y1
und v = x2 + y2, mit x1, x2 ∈ X und y1, y2 ∈ Y . Wir bilden die Differenz
beider Darstellungen von v und erhalten

x1 − x2︸ ︷︷ ︸
∈X

= y2 − y1︸ ︷︷ ︸
∈Y

∈ X ∩ Y = {0V }.

Es folgt x1 = x2 und y1 = y2 und so die Eindeutigkeit der Darstellung.

2)⇒ 3): Da X, Y ≤ V , gilt auch X + Y ≤ V . Nach Voraussetzung gibt es für alle
v ∈ V ein x ∈ X und y ∈ Y mit v = x+ y ∈ X + Y , d.h. V ≤ X + Y . Also
gilt X + Y = V .
Angenommen v ∈ X ∩ Y . Es gilt

v = 0 + v

v = v + 0.

Nach Voraussetzung ist die Darstellung von v ∈ V als Summe eines Elementes
in X und eines Elementes in Y eindeutig, weshalb v = 0 folgt. Damit ist
X ∩ Y = {0} und mit Theorem 6.8 folgt:

dim V = dim(X + Y ) = dimX + dim Y.

3)⇒ 4): Da X, Y ≤ V , gilt X + Y ≤ V . Es gilt

dim(X + Y ) 6.8= dimX + dim Y − dim(X ∩ Y )︸ ︷︷ ︸
0, nach Vor.

= dimX + dim Y

3)= dimV.

Mit Korollar 5.17 folgt X + Y = V .

4)⇒ 1): Nach Voraussetzung gilt V = X + Y . Damit folgt

dimX + dim Y
4)= dimV

6.8= dimX + dim Y − dim(X ∩ Y ).

Vergleich der linken und rechten Seite liefert dim(X ∩ Y ) = 0. Dies ist nur
möglich für X ∩ Y = {0}, und es folgt mit Definition 6.9, dass V = X ⊕ Y
ist.
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Beispiel 6.11. a) Sei V = Mn(K) der Vektorraum der quadratischen n × n-
Matrizen. Seien weiterhin

Symn(K) := {A ∈Mn(K) | AT = A}
Altn(K) := {A ∈Mn(K) | AT = −A}

die Menge aller symmetrischer beziehungsweise antisymmetrischer Matrizen.
Man zeigt leicht, dass Symn(K),Altn(K) Unterräume von Mn(K) sind.

b) Es ist {Eii | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {Eij + Eji | i < j} eine Basis von Symn(K).
Sei nun 1K + 1K 6= 0K – wie das zum Beispiel in Z2 der Fall ist. Dann
ist die Menge der antisymmetrischen Matrizen {Eij − Eji | i < j} eine
Basis von Altn(K). Es folgt hieraus für die Vektorraumdimensionen, dass
dim Symn(K) = n+ (n− 1) + · · ·+ 2 + 1 = n(n+1)

2 und dim Altn(K) = n(n−1)
2

ist. Der Beweis ist Übungsaufgabe.

c) Sei 1K + 1K 6= 0K in K. Wir behaupten Mn(K) = Symn(K)⊕ Altn(K).

Beweis. i) Sei A ∈ Symn(K) ∩ Altn(K), dann ist A ∈ Symn(K) und
A ∈ Altn(K). Damit ist nach Definition A = AT und −A = AT .
Daraus folgt A = −A. Wir addieren von links mit A und erhalten
2A = A+A = A+ (−A) = 0. Für 1K + 1K 6= 0K gilt dies nur für A = 0.

ii) Benutze Theorem 6.10. Da

dim Symn(K)+dim Altn(K) = n(n+ 1)
2 +n(n− 1)

2 = n2 = dimMn(K),

folgt Mn(K) = Altn(K)⊕ Symn(K).
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Kapitel 7

Lineare Abbildungen

Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume. In diesem Kapitel studieren wir
strukturerhaltende Abbildungen zwischen Vektorräumen, die sogenannten linearen
Abbildungen.

Zunächst erinnern wir an die folgenden Begriffe aus dem Grundlagenkapitel: Seien
A,B Mengen und f : A→ B eine Abbildung. Dann heisst die Abbildung

- injektiv, falls für alle a1, a2 ∈ A mit f(a1) = f(a2) folgt a1 = a2.

- surjektiv falls für alle b ∈ B ein a ∈ A existiert mit f(a) = b.

- bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn f invertierbar ist, das heisst es existiert
eine Abbildung g : B → A mit f ◦ g = idB und g ◦ f = idA. Wir schreiben g := f−1,
und nennen f−1 die Inverse Abbildung zu f . Mit den definierten Begriffen gilt:

- Sind f und g injektiv beziehungsweise surjektiv, dann ist g ◦ f auch injektiv
beziehungsweise surjektiv.

- Ist g ◦ f injektiv, dann ist f injektiv. Ist g ◦ f surjektiv, dann ist g surjektiv.

- Ist f bijektiv, dann ist f−1 bijektiv.

Beweis. Beispielsweise haben wir:

i) Seien f und g injektiv. Sei (g ◦ f)(x) = (g ◦ f)(y) für x, y ∈ A, dann
g(f(x)) = g(f(y)). Da g injektiv ist, folgt f(x) = g(x). Und da f injektiv ist,
gilt x = y. Also ist g ◦ f injektiv.

ii) Seien f und g surjektiv. Sei c ∈ C. Da g surjektiv ist, existiert ein Element
b ∈ B mit g(b) = c. Da f surjektiv ist, existiert ein Element a ∈ A mit
f(a) = b. Also gilt c = g(b) = g(f(a)) = g ◦ f(a). Also ist g ◦ f surjektiv.

Sei C ⊆ B. Für eine nicht notwendigerweise bijektive Abbilung f : A→ B nennen
wir f−1(C) := {a ∈ A | f(a) ∈ C} das Urbild von C unter f .
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Definition 7.1. Eine Abbildung T : V → W heißt linear (K-linear, Homomor-
phismus oder Vektorraumhomomorphismus), falls gilt:
(L1) T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) für alle v1, v2 ∈ V ,

(L2) T (λv) = λT (v) für alle v ∈ V und λ ∈ K.
Bemerkung 7.2. a) Axiome (L1) und (L2) sind äquivalent zur Aussage:

(L) T (λ1v1+λ2v2) = λ1T (v1)+λ2T (v2) für alle λ1, λ2 ∈ K und alle v1, v2 ∈ V .

b) Wir schreiben oft Tv statt T (v).

c) Beachte λ · v ist eine Skalarmultiplikation in V , während λ · T (v) eine Skalar-
multiplikation in W ist. Genauso ist v1 + v2 Addition in V und Tv1 + Tv2
Addition in W .

Beispiel 7.3. i) Sei V ein Vektorraum. Die Abbildung 0 : V → {0V }, v 7→ 0V ,
auch Nullabbildung genannt, ist linear. Die Abbildung idV : V → V , v 7→ v
ist linear. Sie heisst Identitätsabbildung. Die Abbildung T : V → V , v 7→ v0
für ein festes v0 ∈ V mit v0 6= 0 ist nicht linear, denn v0 = T (v + v) =
T (v) + T (v) = 2v0, Widerspruch.

ii) Sei T : V → W Abbildung zwischen zwei Mengen V und W , sei U ⊆ V eine
Teilmenge. Wir definieren die Einschränkung von T auf U als die Abbildung

T
∣∣∣
U

: U → W, u 7→ T (u).

Ist T lineare Abbildung zwischen zwei Vektorräumen V undW und ist U ≤ V
ein Unterraum, so ist auch die Einschränkung T

∣∣∣
U
linear.

iii) Sei 1 ≤ i ≤ n fest gewählt. Die Abbildung πi : Kn → Kn, definiert durch

(x1, . . . , xn)T 7→ (0, . . . , xi, . . . , 0)T = xiei,

ist eine lineare Abbildung. Sie wird Projektion auf die i-te Komponente
genannt.

Beweis. Es gilt für xj, yj ∈ K mit 1 ≤ j ≤ n:

πi



x1
...
xn

+


y1
...
yn


 = πi


x1 + y1

...
xn + yn

 = (xi + yi)ei = xiei + yiei

= πi


x1
...
xn

+ πi


y1
...
yn

 .
Damit gilt (L1) für πi. Genauso überprüfen wir Axiom (L2):

πi

λ

x1
...
xn


 = πi


λx1
...

λxn

 = (λxi)ei = λ(xiei) = λπi


x1
...
xn

 .
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iv) Sei K ein Körper und Kn[X] = {a0 + a1x + . . . anx
n | ai ∈ K} und X =

[a, b] ⊆ R ein Intervall in den reellen Zahlen.

i) Differentiation: Betrachte den Unterraum

V := {f : X → R | f differenzierbar} ≤ Abb(X,R).

Dann ist D1 : V → Abb(X,R), f 7→ f ′ nach Analysis linear, denn

(f + g)′ = f ′ + g′,

(λf)′ = λ(f ′),

für alle f, g ∈ V und λ ∈ K. Definiere in Analogie zur Analysis für
beliebige Körper K die Abbildung:

D2 : Kn[X]→ Kn−1[X], f =
n∑
i=0

aix
i 7→ f ′ =

n∑
i=1

aiix
i−1.

Es ist eine leichte Übungsaufgabe zu zeigen, dass D2 linear ist.
ii) Integration: Betrachte den Unterraum

V := {f : X → R | f stetig} ≤ Abb(X,R).

Nach Analysis ist dann

I1 : V → R, f 7→
∫ b

a
f(x)dx

linear. Definiere in Analogie zur Analysis für beliebigen Körper K die
Abbildung

I2 : Kn−1[X]→ Kn[X], f =
n−1∑
i=0

aix
i 7→

n−1∑
i=0

ai
i+ 1x

i+1.

Es ist eine leichte Übungsaufgabe zu zeigen, dass I2 linear ist.

v) Sei A ∈ Mm×n(K), und sei TA : Kn → Km definiert durch Multiplikation
mit A, also durch x 7→ A · x. Dann ist TA linear. Dies ist der Prototyp
einer linearen Abbildung; wir werden sehen, dass jede lineare Abbildung
letztendlich, in einem gewissen Sinne, von dieser Art ist.

Beweis. Seien x1, x2, x ∈ Kn und sei λ ∈ K. Dann gilt:

TA(x1 + x2) = A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = T (x1) + T (x2),

und
TA(λx) = A(λx) = λ(Ax) = λT (x),

Also ist T linear.

Lemma 7.4. Seien U, V,W drei K-Vektorräume.

65



a) Seien S, T : V → W linear, sei λ ∈ K. Definiere S + T : V → W durch
(S + T )(v) := S(v) + T (v) und λS : V → W durch (λS)(v) := λ · S(v). Dann
sind S + T und λS linear.

b) Seien T : V → W und S : W → U linear. Definiere S ◦ T : V → U durch
(S ◦ T )(v) := S(Tv). Dann ist S ◦ T linear.

c) Sei T : V → W linear. Ist T invertierbar, dann ist T−1 linear.

Beweis. a) i) Sei v ∈ V . Da S(v) ∈ W und T (v) ∈ W undW ein Vektorraum
ist, gilt S(v) + T (v) ∈ W und λ · S(v) ∈ W . Also sind S + T : V → W
und λS : V → W wohldefinierte Abbildungen.

ii) Seien α, β ∈ K und u, v ∈ V . Da S linear, gilt S(αu + βv) = αS(u) +
βS(v). Da T linear ist, gilt S(αu+ βv) = αT (u) + βT (v). Also folgt

(S + T )(αu+ βv) = S(αu+ βv) + T (αu+ βv)
= αS(u) + βS(v) + αT (u) + βT (v)
= α(S(u) + T (u)) + β(S(v) + T (v))
= α(S + T )(u) + β(S + T )(v).

Also ist S + T linear. Analog zeigt man, dass λS linear ist.

b) Übungsaufgabe.

i) Sei v ∈ V , dann ist T (v) ∈ W . Also ist S(T (v)) ∈ U . Es folgt, dass
S ◦ T : V → U wohldefinierte Abbildung ist.

ii) Seien α1, α2 ∈ K und v1, v2 ∈ V . Dann ist

(S ◦ T )(α1v1 + α2v2) Def ◦= S(T (α1v1 + α2v2))
T linear= S(α1T (v1) + α2T (v2))
S linear= α1S(T (v1)) + α2S(T (v2))
Def ◦= α1(S ◦ T )(v1) + α2(S ◦ T )(v2).

Somit folgt S ◦ T ist linear.

c) Seien w1, w2 ∈ W . Da T bijektiv, existiert vi ∈ V mit Tvi = wi, beziehungs-
weise mit T−1(wi) = vi, für i = 1, 2. Dann ist

T−1(w1 + w2) = T−1(T (v1) + T (v2))
T linear= T−1(T (v1 + v2))
Def ◦= (T−1 ◦ T )(v1 + v2)
= idV (v1 + v2) = v1 + v2

= T−1(w1) + T−1(w2).

Analog gilt für alle α ∈ K,w ∈ W : T−1(αw) = αT−1(w). Also ist T−1 linear.
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Definition 7.5. Sei T : V → W linear. Dann heißt

- T Monomorphismus, falls T injektiv,

- T Epimorphismus, falls T surjektiv,

- T Isomorphismus, falls T bijektiv ist.

Zwei Mengen V und W heißen isomorph, wenn ein Isomorphismus f : V → W
zwischen ihnen existiert. Wir schreiben V ' W , gesprochen „V ist isomorph zu W“.
Wir werden sehen, dass sich isomorphe Vektorräume völlig gleich verhalten.

Bemerkung 7.6. a) Lemma 7.4 sagt: Die Komposition von Monomorphismen
ist ein Monomorphismus und die Komposition von Epimorphismen ist ein
Epimorphismus; und das Inverse von einem Isomorphismus ist ein Isomor-
phismus.

b) Wir definieren die folgenden Mengen:

HomK(V,W ) := {T : V → W | T linear},
EndK(V ) := HomK(V, V ),
AutK(V ) := GL(V ) := {f ∈ EndK(V ) | f bijektiv }.

Ein Element in EndK(V ) heißt Endomorphismus, ein Element in AutK(V )
heißt Automorphismus. Es ist (HomK(V,W ),+, ·) ein K-Vektorraum mit
(f + g)(v) := f(v) + g(v) und (λf)(v) := λ · f(v). Es ist GL(V ) eine Gruppe
bezüglich Komposition ◦ von Abbildungen. Es ist (EndK(V ),+, ◦) ein Ring.

Beispiel 7.7. 1. Sei L : Mm×n(K)→Mn×m(K), definiert durch A 7→ AT .

a) Es gilt für alle A,B ∈Mm×n(K) und alle λ ∈ K:

L(A+B) = (A+B)T 6.2= AT +BT = L(A) + L(B),

L(λA) = (λA)T 6.2= λAT = λL(A).

Also ist L linear.
b) i) Sei L(A) = L(B), dann ist AT = BT . Mit Lemma 6.2 erhalten wir

A = (AT )T = (BT )T = B. Also ist L injektiv.
ii) Sei B ∈ Mm×n(K), dann ist L(BT ) = (BT )T = B. Also ist L

surjektiv.

Damit ist L ein Isomorphismus, das heisst, es ist Mm×n(K) ' Mn×m(K).
Insbesondere ist M1×n(K) ' Kn 'Mn×1(K).

2. Sei (aij) = A ∈ Mn(K). Definiere Tr(A) := ∑n
i=1 aii, die Spur von A. Dann

ist Tr : Mn(K)→ K, mit A 7→ Tr(A), ein Epimorphismus.

3. Seien U1, U2 6 V Unterräume.
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a) Die Abbildung ϕ : U1 × U2 → U1 + U2, (u1, u2) 7→ u1 + u2 ist linear:

ϕ((u1, u2) + (v1, v2)) = ϕ(u1 + v1, u2 + v2)
= u1 + v1 + u2 + v2

= (u1 + u2) + (v1 + v2)
= ϕ(u1, u2) + ϕ(v1, v2)

und

ϕ(λ(u1, u2)) = ϕ((λu1, λu2))
= λu1 + λu2

= λ(u1 + u2)
= λ · ϕ(u1, u2),

für alle u1, v1 ∈ U1 und u2, v2 ∈ U2 und λ ∈ K.
b) Sei nun weiterhin U1 ∩ U2 = {0}, also U1 + U2 = U1 ⊕ U2, siehe 6.9. Die

Abbildung ϕ ist in diesem Fall ein Isomorphismus: U1 × U2 ' U1 ⊕ U2.
Die Details sind wie folgt:
i) Sei ϕ(u1, u2) = ϕ(v1, v2), also u1 + u2 = v1 + v2. Es folgt u1 − v1 =
v2− u2 ∈ U1 ∩U2 = {0}. Also ist u1 = v1 und u2 = v2, und somit ϕ
injektiv.

ii) Sei u ∈ U1⊕U2. Es existieren u1 ∈ U1 und u2 ∈ U2 mit u1 + u2 = u.
Dann ist ϕ(u1, u2) = u1 + u2 = u, und somit ϕ surjektiv. Beachte,
dass wir hierfür nicht die Voraussetzung U1 ∩ U2 = {0} benutzt
haben.

Man bezeichnet U1 × U2 auch als äussere direkte Summe. Der Epimor-
phismus π : U1⊕U2 → U1, u1 + u2 7→ u1 heißt Projektion auf U1 entlang
U2. Der Monomorphismus ι : U1 → U1⊕U2, u1 7→ u1 +0 heißt Einbettung
von U1 in U1 ⊕ U2.

Lemma 7.8. Sei T : V → W linear. Dann gilt für alle λi ∈ K und v, vi ∈ V :

a) T (0V ) = 0W ,

b) T (−v) = −T (v),

c) T (∑λivi) = ∑
λiT (vi).

Beweis. a) Es ist T (0V ) 3.4= T (0K · 0V ) (L2)= 0K · T (0V ) 3.4= 0W . Alternativ ist
T (0V ) = T (0V + 0V ) (L1)= T (0V ) + T (0V ). Durch addieren von −T (0V ) folgt
die Behauptung.

b) Es ist T (−v) 3.4= T ((−1) · v) (L2)= (−1)T (v) 3.4= −T (v).

c) Folgt induktiv aus (L1) und (L2).

Definition 7.9. Sei T : V → W linear. Wir definieren
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Ker(T ) := {v ∈ V | Tv = 0W}, den Kern von T ,

im(T ) := {w ∈ W | ∃v ∈ V mit Tv = w}, das Bild von T .
= {Tv | v ∈ V } =: T (V ).

Lemma 7.10. Sei T : V → W linear. Dann gilt:

a) Sei U 6 V ein Unterraum. Dann ist T (U) = {Tu | u ∈ U} 6 W Unterraum.
Insbesondere ist im(T ) = T (V ) 6 W Unterraum.

b) Sei U 6 W Unterraum. Dann ist T−1(U) 6 V ein Unterraum. Insbesondere
ist Ker(T ) = T−1({0}) 6 V .

c) Abbildung T ist injektiv genau dann, wenn Ker(T ) = {0} ist.
Abbildung T ist surjektiv genau dann, wenn im(T ) = W ist.

Beweis. a) Sei U 6 V Unterraum. Dann ist 0U = 0V ∈ U . Nach Lemma 7.8
gilt T (0U) = 0W . Also ist 0W ∈ T (U). Seien ferner w1, w2 ∈ T (U) und
λ1, λ2 ∈ K. Dann existieren u1, u2 ∈ U mit T (u1) = w1 und T (u2) = w2. Also
gilt λ1w1 + λ2w2 = λ1T (u1) + λ2T (u2) = T (λ1u1 + λ2u2), da die Abbildung
T linear ist. Da U ein Unterraum ist, gilt λ1u1 + λ2u2 ∈ U und somit
λ1w1 + λ2w2 ∈ T (U). Also ist T (U) 6 W .

b) Sei U 6 W . Dann ist 0W ∈ U , mit Lemma 7.8 gilt also T (0V ) = 0W ∈ U . Also
ist 0V ∈ T−1(U). Seien λ1, λ2 ∈ K und seien v1, v2 ∈ T−1(U), also Tv1, T v2 ∈
U . Da U 6 W Unterraum, gilt T (λ1v1 + λ2v2) T linear= λ1T (v1) + λ2T (v2) ∈ U .
Also ist λ1v1 + λ2v2 ∈ T−1(U). Es folgt somit T−1(U) 6 W .

c)„⇒“: Sei Ker(T ) = {0}. Angenommen es ist Tv1 = Tv2, also 0 = Tv1−Tv2 =
T (v1 − v2). Dnn ist v1 − v2 ∈ Ker(T ) = {0}. Es folgt v1 − v2 = 0,
beziehungsweise v1 = v2. Also ist T injektiv.

„⇐“: Sei T injektiv. Sei v ∈ Ker(T ), also Tv = 0. Nach Lemma 7.8 gilt auch
T (0) = 0, das heisst Tv = T (0). Da T injektiv ist, folgt v = 0. Also ist
Ker(T ) = {0}.

Lemma 7.11. Sei T : V → W linear.

a) Sei S ⊆ V mit V = Span(S). Dann gilt im(T ) = Span{Tv | v ∈ S}.
Insbesondere, ist T surjektiv, so wird ein Erzeugendensystem von V auf ein
Erzeugendensystem von W abgebildet.

b) Sei {v1, . . . , vn} linear abhängig in V . Dann ist {Tv1, . . . , T vn} linear abhängig
in W . Umgekehrt, eine injektive Abbildung bildet eine linear unabhängige
Menge von Vektoren aus V auf eine linear unabhängige Menge in W ab.

Bemerkung:

i) Als Kontraposition der ersten Aussage aus b) bekommen wir: Sei {Tv1, . . . , T vn}
linear unabhängig in W , dann ist {v1, . . . , vn} linear unabhängig in V .
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ii) Die Umkehrung der zweiten Aussage in (b) ist im Allgemeinen für nicht
injektive Abbildungen falsch. Sei T nicht injektiv. Dann existiert nach Lemma
7.10 ein Element 0 6= v ∈ Ker(T ). Es ist {v} linear unabhängig in V , aber
{Tv = 0} ist linear abhängig in W .

Beweis. a) Wir zeigen zwei Mengeninklusionen:

i) Sei w ∈ im(T ), dann existiert v ∈ V mit Tv = w. Da V = Span(S),
existieren n ∈ N und vi ∈ S und λi ∈ K mit v = ∑n

i=1 λivi. Da T
linear ist, gilt w = Tv = T (∑λivi) = ∑

λiT (vi) ∈ Span{Tv | v ∈ S} =
Span(T (S)).

ii) Für alle v ∈ S gilt Tv ∈ im(T ) ⊆ W . Da im(T ) 6 W Unterraum ist, ist
also im(T ) abgeschloßen bezüglich Addition und Skalarmultiplikation.
Also ist Span{Tv | v ∈ S} ⊆ im(T ).

b) i) Sei {v1, . . . , vn} linear abhängig. Also existieren λi ∈ K, nicht alle Null,
mit 0 = ∑

λivi. Also ist 0 = T (0) = T (∑λivi) = ∑
λiT (vi), wobei nicht

alle λi Null sind. Es folgt, dass {Tv1, . . . , T vn} linear abhängig ist.
ii) Sei T injektiv. Sei {v1, . . . , vn} linear unabhängig. Angenommen für

λi ∈ K gilt 0 = ∑n
i=1 λiT (vi) T linear= T (∑λivi). Da T (0) = 0 = T (∑λivi)

und T injektiv, folgt 0 = ∑
λivi. Da {v1, . . . , vn} linear unabhängig ist,

folgt λi = 0 für alle i. Also ist {Tv1, . . . , T vn} linear unabhängig.

Theorem 7.12 (Klassifikation der K-Vektorräume nach ihrer Dimension). Sei
V ein K-Vektorraum mit dim V = n < ∞. Sei B = {v1, . . . , vn} Basis von V .
Dann ist die Abbildung ϕ : Kn → V : (λ1, . . . , λn)T 7→

∑
λivi ein Isomorphis-

mus von Vektorräumen mit inverser Abbildung ψ : V → Kn : v 7→ MB(v), den
Koordinatenvektor von v bezüglich der Basis B.

Beweis. a) Für alle x, y ∈ Kn gilt:

ϕ(x+ y) = ϕ
(
(x1 + y1, . . . , xn + yn)T )

=
n∑
i=1

(xi + yi)vi

=
n∑
i=1

xivi +
n∑
i=1

yivi

= ϕ(x) + ϕ(y).

Analog ist ϕ(λx) = λϕ(x), für alle λ ∈ K und x ∈ Kn. Folglich ist ϕ linear.

b) Es gilt ϕ ◦ ψ = idV und ψ ◦ ϕ = idKn . Somit ist ϕ invertierbar, also bijektiv.

Korollar 7.13. Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume. Dann ist V '
W genau dann, wenn dim V = dimW .
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Beweis. „⇒“: Seien V und W isomorph. Dann gibt es ein Isomorphismus T : V →
W . Sei {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Da T injektiv ist folgt nach 7.11, dass
die Vektoren {Tv1, . . . , T vn} linear unabhängig sind. Da T surjektiv ist, folgt
nach 7.11, dass die Vektoren {Tv1, . . . , T vn} den Vektorraum W erzeugen.
Somit ist {Tv1, . . . , T vn} eine Basis von W und dimW = n = dimV .

„⇐“: Sei dim V = dimW =: n, dann folgt mit Theorem 7.12 und Bemerkung 7.7,
dass die Abbidlung V ψ→ Kn ϕ→ W als Komposition zweier Isomorphismen
ein Isomorphismus ist. Somit gilt mit Definition 7.5, dass V ' W .

Beispiel 7.14. a) Seien U1, U2 6 V mit U1 ∩ U2 = {0}. Dann ist nach 7.7
U1⊕U2 ' U1×U2 und nach dem Korollar 7.13 ist dim(U1×U2) = dim(U1⊕
U2) = dimU1 + dimU2.

b) Sei {v1, . . . , vm} eine Basis von V und sei {w1, . . . , wn} eine Basis von W ,
dann ist {(vi, 0) | 1 ≤ i ≤ m} ∪ {(0, wj) | 1 ≤ j ≤ n} eine Basis von V ×W .

Beispiel 7.15. Sei T : R3 → R2 : (x, y, z)T 7→ (x, 0)T , dann ist T linear mit

KerT =


xy
z

 ∣∣∣∣
(
x
0

)
=
(

0
0

) =


0
y
z

 ∣∣∣∣y, z ∈ R


= Span{(0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T}.
Ferner gilt

im(T ) =
{(

x
0

)
| x ∈ R

}
= Span

{(
1
0

)}
.

Damit ist n(T ) := dimKer(T ) = 2 und r(T ) := dim im(T ) = 1. Als Beispiel für
den nächsten Satz, halten wir die folgende Beobachtung fest: es ist

dimR3 = 3 = n(T ) + r(T ).
Theorem 7.16 (Dimensionsformel für lineare Abbildungen/Rank-Defekt-Theorem).
Sei T : V → W eine lineare Abbildung. Dann ist dim V = r(T ) + n(T ), wobei

r(T ) := dim(im(T )), genannt Rank von T ,

n(T ) := dim(Ker(T )), genannt Defekt von T .
Bemerkung: Der Defekt n(T ) ist ein Maß dafür, wieweit T davon entfernt ist
injektiv zu sein, wobei n(T ) = 0, genau dann, wenn T injektiv ist. Der Rank r(T ) ist
ein Maß dafür, wieweit T davon entfernt ist surjektiv zu sein, wobei r(T ) = dimW ,
genau dann, wenn T surjektiv ist.

Beweis. i) Da KerT ≤ V nach Lemma 7.10, wähle Basis {v1, . . . , vk} von
Ker(T ) und ergänze diese Basis mit dem Basisergänzungssatz 5.16 zu einer
Basis {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn} von V . Wir zeigen B := {Tvk+1, . . . , T vn} ist
eine Basis von im(T ). Angenommen dies gilt, dann ist

dim V = n = (n− k) + k

= dim(im(T )) + dim(Ker(T ))
= r(T ) + n(T ).
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ii) Unsere erste Behauptung ist im(T ) = Span(B). Hierzu müssen wir zwei
Mengeninklusionen zeigen. Es ist B ⊆ im(T ) und im(T ) 6 W Unterraum.
Dann ist Span(B) ⊆ im(T ). Umgekehrt, sei w ∈ im(T ). Dann gibt es ein
v ∈ V mit Tv = w. Da {v1, . . . , vn} eine Basis von V ist, folgt, dass es λi ∈ K
gibt, mit v = ∑

λivi. Damit ist

w = Tv = T (
∑

λivi) =
∑

λiTvi

=
k∑
i=1

λiT (vi) +
n∑

i=k+1
λiT (vi)

=
n∑

i=k+1
λiT (vi) ∈ Span(B).

Also ist im(T ) ⊆ Span(B).

iii) Unsere nächste Behauptung ist, dass B linear unabhängig ist. Hierzu sei

0 =
n∑

i=k+1
λiT (vi) = T (

n∑
i=k+1

λivi),

für λi ∈ K, mit k + 1 ≤ i ≤ n. Damit ist z := ∑n
i=k+1 λivi ∈ Ker(T ). Da

{v1, . . . , vk} eine Basis von Ker(T ) ist, gibt es λi ∈ K mit 1 ≤ i ≤ k und mit
z = ∑k

i=1 λivi. Damit folgt
k∑
i=1

(−λi)vi +
n∑

i=k+1
λivi = −z + z = 0.

Da die Vektoren vi linear unabhängig sind, folgt λi = 0 für alle i, insbesondere
für alle i > k.

Korollar 7.17. Sei T : V → W linear, und dim V = dimW . Dann sind äquivalent:

1. T ist injektiv;

2. T ist surjektiv;

3. T ist bijektiv;

4. ist B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V , so ist T (B) eine Basis von W .

Beweis. a) Angenommen T ist injektiv. Nach Lemma 7.10 ist KerT = {0} und
somit n(T ) = 0. Mit Theorem 7.16 gilt dann dimW = dim(V ) = r(T ). Da
im(T ) ≤ W , folgt mit Korollar 5.17, dass im(T ) = W ist. Also ist T surjektiv,
und damit auch bijektiv. Umgekehrt folgt aus der Bijektivität einer Abbildung
auch, dass sie surjektiv beziehungsweise injektiv ist. Die drei ersten Aussagen
sind also äquivalent.

b) Wir zeigen, dass aus der vierten Aussage die zweite Aussage folgt. Sei B ist
eine Basis von V , mit B = {v1, . . . , vn}, dann ist T (B) = {Tv1, . . . , T vn} nach
Voraussetzung eine Basis von W . Daraus folgt im(T ) = Span(T (B)) = W .
Also ist T surjektiv.
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c) Zuletzt zeigen wir, dass aus der zweiten Aussage die vierte Aussage folgt.
Sei B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Sei T surjektiv. Nach a) gilt, dass T
injektiv ist. Damit ist T (B) eine Basis von W nach Lemma 7.11.

Als Anwendung von Theorem 7.16 erhalten wir einen alternativen Beweis von
Theorem 6.8:

Theorem 7.18. Seien U1, U2 6 V Unterräume. Dann gilt

dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2).

Beweis. Sei ϕ : U1×U2 → V , (u1, u2) 7→ u1 + u2. Nach Beispiel 7.7 ist ϕ linear. Es
ist Kerϕ = {(u1, u2) | u1 + u2 = 0} = {(u,−u) | u ∈ U1 ∩ U2} ' U1 ∩ U2. Weiter
haben wir imϕ = U1 + U2. Mit Theorem 7.16 folgt

dimU1 + dimU2 = dim(U1 × U2) 7.16= dim(imϕ) + dim(Kerϕ)
= dim(U1 + U2) + dim(U1 ∩ U2).

Das erste Gleichheitszeichen folgt aus folgender Überlegung: Sei {u1, . . . , us} ei-
ne Basis von U1, und sei {v1, . . . , vt} eine Basis von U2. Dann ist die Menge
{(ui, 0), (0, vj) | 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t} eine Basis von U1 × U2. Es ist dem Leser
überlassen hierzu die Details auszuarbeiten.

Als letzte Anwendung von Theorem 7.16 in diesem Kapitel wollen wir beweisen,
dass der in Theorem 2.18 definierte Rang einer Matrix, mit ihrem in Definition
6.3 definierten Spalten- beziehungsweise Zeilenrang übereinstimmt. Hierbei ist
der Rang einer Matrix definiert als die Anzahl der führenden Einträge in ihrer
Zeilenreduzierten Stufenform.

Bemerkung 7.19. a) Sei A ∈Mm×n(K). Nach Beispiel 7.3 ist TA : Kn → Km,
definiert durch x 7→ Ax, eine lineare Abbildung. Es ist:

Ker(TA) = {x ∈ Kn | Ax = 0}
= Lösungen des homogenen LGS Ax = 0
=: N(A), der sogenannte Nullraum von A,

im(TA) = {b ∈ Km | ∃x ∈ Kn mit Ax = b}
= {b ∈ Km | Ax = b hat eine Lösung}
=: im(A), das sogenannte Bild von A.

Seien a1, . . . , an die Spalten von A. Sei {ei | 1 ≤ i ≤ n} die Standardbasis
von Kn, siehe Beispiel 5.6. Dann ist Kn = Span{e1, . . . , en}, und es folgt:

im(A) = im(TA) 7.11= Span{Te1, . . . , T en}
Def T= Span{Ae1, . . . , Aen} = Span{a1, . . . , an} = SR(A).

b) Nach Definition 6.3 ist der Spaltenrang von A gegeben durch dim SR(A) 7.19=
dim(imA) und der Zeilenrang von A durch dim ZR(A). Mit Korollar 6.5
gilt, dass der Zeilenraum ZR(A), und damit der Zeilenrang von A, sich
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nicht ändern, wenn wir elementare Zeilenumformungen auf A anwenden.
Analoges gilt für den Spaltenraum beziehungsweise den Spaltenrang, wenn
wir elementare Spaltenumformungen anwenden. Was passiert aber, falls wir
elementare Spaltenumformungen auf den Zeilenraum ZR(A) anwenden, oder
analog, elementare Zeilenumformungen auf den Spaltnraum SR(A)? Sei zum
Beispiel

A =
(

1 0 0
0 1 1

)
.

Sei B die Matrix, die wir erhalten, wenn wir von der dritten Spalte von A
die zweite Spalte abziehen, dass heißt

B =
(

1 0 0
0 1 0

)
.

Es gilt Span{(1, 0, 0)T , (0, 1, 1)T} 6= Span{(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T}, also ZR(A) 6=
ZR(B); es ist aber dim ZR(A) = dim ZR(B).

Theorem 7.20 (Rangsatz). Sei A ∈Mm×n(K).
a) Ensteht B ∈Mm×n(K) aus A durch eine endliche Folge elementarer Spalte-

numformungen und/oder Zeilenumformungen. Dann gilt:

Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B),
Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B).

b) Sei A EZU’s−→ E mit E in zeilenreduzierter Stufenform mit r führenden Einträ-
gen. Dann ist r = Rang(A) = Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

Beweis. a) i) Sei TA : Kn → Km mit x 7→ Ax und sei TB : Kn → Km,
mit x 7→ Bx. Nach Beispiel 7.3 sind TA und TB lineare Abbildungen.
Angenommen B ergibt sich durch elementare Zeilenumformungen aus
A, dann ist

Ker(TA) = {x | Ax = 0}
= Lösungsmenge von Ax = 0
2.11= Lösungsmenge von Bx = 0
= Ker(TB).

Es folgt
Spaltenrang von A = dim(SR(A))

7.19= dim(imTA)
7.16= n− dim(KerTA)
= n− dim(KerTB)
7.16= dim(imTB)
7.19= Spaltenrang von B.

Angenommen B entsteht aus A durch elementare Spaltenumformungen.
Nach Korollar 6.5 ist SR(A) = SR(B), folglich ist auch in diesem Fall
Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B).
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ii) Angenommen B entsteht durch elementare Spalten- und Zeilenumfor-
mungen aus A. Beim Transponieren werden Zeilen und Spalten ver-
tauscht. Dann ergibt sich auch BT in analoger Weise aus AT . Es folgt
damit

Zeilenrang (A) = Spaltenrang AT
i)= Spaltenrang BT

= Zeilenrang B.

b) Wir folgen den Beweisschritten aus Theorem 2.18.

i) Bringe A durch elementare Zeilenumformungen auf zeilenreduzierte
Stufenform E. Angenommen Matrix E besitzt r führende Einträge.
In den Spalten mit einem führenden Eintrag sind alle anderen Werte
Null. Man sieht leicht, dass dann die r Zeilen ungleich Null linear
unabhängig sind. Damit ist dimZR(E) = r. Es folgt also Rang(A) 2.18=
r = Zeilenrang(E) 6.5= Zeilenrang(A).

ii) Wir bringen nun E durch elementare Spaltenumformungen auf die Form

J :=
(
Ir 0
0 0

)
,

wobei Ir die r × r Einheitsmatrix ist, mit r aus i). Es folgt mit a), dass
Spaltenrang(A) a)= Spaltenrang(E) 6.5= Spaltenrang(J) = r = Rang(A).

Insgesamt gilt also Zeilenrang(A) i)= Rang(A) ii)= Spaltenrang(A).
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Kapitel 8

Matrix einer linearen Abbildung

Sei K ein Körper, V und W endlich dimensionale K-Vektorräume und T : V → W
linear. In diesem Kapitel zeigen wir, dass jede lineare Abbildung zwischen zwei
endlich dimensionalen K-Vektorräumen im wesentlich durch Multiplikation mit
einer Matrix beschrieben werden kann.
Sei v ∈ V , dann existieren eindeutige Elemente λi ∈ K mit v = ∑

λivi. Sei
T : V → W linear, dann ist T (v) = ∑

λiT (vi). Also ist T eindeutig durch die Bilder
T (v1), . . . , T (vn) bestimmt. Anders formuliert:
Bemerkung 8.1. Sei B = {v1, . . . , vn} Basis von V und sei {w1, . . . , wn} ⊆ W . Es
gibt genau eine lineare Abbildung T : V → W mit Tvi = wi für 1 ≤ i ≤ n. Hierbei
ist die Abbildung T genau dann injektiv, wenn {w1, . . . , wn} linear unabhängig ist.

Beweis. a) Existenz: Seien {w1, . . . , wn} ⊆ W . Sei v ∈ V mit v = ∑
νivi.

Definiere T : V → W mit T (v) = ∑
λiwi. Sei v1 = ∑

λivi und v2 = ∑
µivi

und sei α ∈ K. Dann ist

T (αv1 + v2) = T (α
∑

λivi +
∑

µivi)

= T
(∑

(αλi + µi)vi
)

=
∑

(αλi + µi)wi
= α

∑
λiwi +

∑
µiwi

= αT (v1) + T (v2).

Also existiert eine lineare Abbildung T : V → W mit T (vi) = wi, für
1 ≤ i ≤ n.
Eindeutigkeit: Sei S : V → W eine weitere lineare Abbildung mit S(vi) = wi
für 1 ≤ i ≤ n. Sei v = ∑

λivi ∈ V . Dann ist

S(v) = S(
∑

λivi) =
∑

λiS(vi) =
∑

λiwi = T (v).

Aus S(v) = T (v) für alle v ∈ V , folgt S = T .

b) Sei {w1, . . . , wn} linear unabhängig. Sei v ∈ Ker(T ), etwa v = ∑
λivi, dann

folgt 0 = Tv = T (∑λivi) = ∑
λiwi. Da die wi linear unabhängig sind, folgt

λi = 0 für alle i, und damit ist auch v = 0. Folglich ist KerT = {0}. Nach
Lemma 7.10 ist T injektiv. Die umgekehrte Richtung folgt aus Lemma 7.11.
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Beispiel 8.2. In Bemerkung 8.1 ist es wichtig, dass B eine Basis ist.

a) Sei v1 = (1, 1), v2 = (2, 2)T , w1 = (1, 0)T , w2 = (0, 1)T ∈ R2. Dann ist {v1, v2}
linear abhängig, also keine Basis von R2. Sei T : R2 → R2 mit T (vi) = wi
linear. Dann folgt (0, 1)T = w2 = T (v2) = T (2 · v1) = 2T (v1) = 2w1 = (2, 0)T ,
was offensichtlich falsch ist und zu einem Widerspruch führt. Es gibt also
kein T : R2 → R2 linear, mit Tvi = wi.

b) Sei v1 = (1, 1)T , v2 = (2, 2)T , w1 = (1, 0)T , w2 = (2, 0), dann ist {v1, v2} keine
Basis in R2. Sei T (x, y)T := (x, 0)T und S(x, y)T := (x, x − y)T . Dann ist
sowohl T als auch S linear mit T (vi) = wi und S(vi) = wi wobei T 6= S ist.

Definition 8.3. Sei B = {v1, . . . , vn} eine Basis von V und C = {w1, . . . , wm}
eine Basis von W . Sei T : V → W linear.

a) Nach Theorem 5.4 gibt es für alle v ∈ V eindeutige λi ∈ K, mit v = ∑
λivi.

Der Vektor MB(v) := (λ1, . . . , λn)T heißt Koordinatenvektor von v bezüglich
Basis B.

b) Da Tvj ∈ W für 1 ≤ j ≤ n, und C Basis von W , existieren nach Theorem
5.4 eindeutige Elemente aij ∈ K mit

Tv1 = a11w1 + a21w2 + · · ·+ am1wm

Tv2 = a12w1 + a22w2 + · · ·+ am2wm
...

T vn = a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ amnwm,

das heißt Tvj = ∑m
i=1 aijwi. Sei

MB
C (T ) :=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 a2n
...

. . .

am1 am2 amn

 ,

die (darstellende) Matrix von T (oder korrespondierend zu T ) bezüglich der
Basen B und C.

Beispiel 8.4. Sei T : Rn[x]→ Rn[x] Differentiation nach x, als T gegeben durch
f = ∑

aix
i 7→ f ′ = ∑

iaix
i−1. Wir wählen die Basen B = C = {1, x, x2, . . . , xn}

von Rn[x]. Dann ist die Matrixdarstellung von T gegeben durch

MB
C (T ) =


0 1 0 0 . . .
0 0 2 0 . . .
0 0 0 3 . . .
...

. . .

 .
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Beispiel 8.5. Sei T : V → V die Identitätsabbildung, d.h. T (v) = v, für alle
v ∈ V . Sei n = dim(V ). Wir erhalten

MB
B (T ) =


1

. . .

1

 ,
für jede beliebige Basis B von V .

Beispiel 8.6. Sei B1 = {v1, v2} eine Basis von V und B2 = {w1, w2, w3} eine Basis
von W . Sei T : V → W linear mit

MB1
B2 (T ) =

 1 2
0 1
−3 −1

 =: A.

Nach Definition 8.3 ist Tv1 = 1w1 + 0w2− 3w3 und Tv2 = 2w1 +w2−w3. Zu v ∈ V
existieren eindeutige x, y ∈ K mit v = xv1 + yv2, womit folgt

Tv = T (xv1 + yv2)
= xT (v1) + yT (v2)
= (x+ 2y)w1 + yw2 + (−3x− y)w3.

Der Koordinatenvektor von v bezüglich B1 ist (x, y)T und der Koordinatenvektor
von Tv bezüglich B2 ist (x+ 2y, y,−3x− y)T . Wir sehen also, dass

A

(
x
y

)
=

 1 2
0 1
−3 −1

(x
y

)
=

 x+ 2y
y

−3x− y

 .
Theorem 8.7. Sei T : V → W linear, B Basis von V und C Basis von W . Dann
ist MC(Tv) = MB

C (T ) ·MB(v).

Bild:

Kn

V

Km

W

v

MB(v) MC(Tv)

Tv

MB
C (T )·

∼= (ψ) ∼= (ψ)

T
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Beweis. Sei B = {v1, . . . , vn} Basis von V und C = {w1, . . . , wm} Basis von W .
Sei A = (aij) mit Tvj = ∑m

i=1 aijwi, für 1 ≤ j ≤ n. Sei v = ∑n
j=1 λjvj mit λj ∈ K.

Dann folgt

Tv = T
(∑

λjvj
)

=
n∑
j=1

λjT (vj)

=
n∑
j=1

λj
m∑
i=1

aijwi

=
m∑
i=1

 n∑
j=1

aijλj

wi
=

m∑
i=1

A ·

λ1
...
λn



i

wi .

Also

MC(Tv) = A ·


λ1
...
λn

 = MB
C (T ) ·MB(v) .

Theorem 8.8. Sei BV Basis von V und BW Basis von W . Seien S, T : V → W
linear, λ ∈ K. Dann sind S + T, λS : V → W linear mit darstellenden Matrizen

MBV
BW

(S + T ) = MBV
BW

(S) +MBV
BW

(T )
MBV

BW
(λ · S) = λ ·MBV

BW
(S) .

Beweis. Sei BV = {v1, . . . , vn} und BW = {w1, . . . , wm}. Sei Svj = ∑m
i=1 aijwi, für

1 ≤ j ≤ n, das heisst, MBV
BW

(S) = (aij). Sei Tvj = ∑m
i=1 bijwi, mit 1 ≤ j ≤ n, das

heisst, M(T ) = (bij). Dann folgt

(S + T )(vj) Def= S(vj) + T (vj)
=
∑

aijwi +
∑

bijwi

=
∑

(aij + bij)wi ,

also

MBV
BW

(S + T ) = (aij + bij) = (aij) + (bij)
= MBV

BW
(S) +MBV

BW
(T ) .

Analog:

(λ · S)(vj) Def= λS(vj)

= λ ·
m∑
i=1

aijwi

=
m∑
i=1

(λaij) · wi ,

also
MBV

BW
(λ · S) = (λaij) = λ · (aij) = λ ·MBV

BW
(S) .
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Theorem 8.9. Sei S : V → W, T : U → V linear, dann ist S ◦ T : U → W linear
mit

MBU
BW

(S ◦ T ) = MBV
BW

(S) ·MBU
BV

(T ) .

Beweis. Die Linearität gilt nach Lemma 7.4. Sei BU = {u1, . . . , un} Basis von U ,
BV = {v1, . . . , vm} Basis von V und BW = {w1, . . . , wk} Basis von W . Sei

MBU
BV

(T ) = (aij) = A, das heisst, Tui =
m∑
j=1

ajivj, (8.1)

MBV
BW

(S) = (bij) = B, das heisst, Svj =
k∑
l=1

bljwl, (8.2)

MBU
BW

(S ◦ T ) = (cij) = C. (8.3)
Es ist

(S ◦ T )(ui) Def ◦= S(T (ui))
(8.1)= S

 m∑
j=1

ajivj

 S lin.=
m∑
j=1

ajiS(vj)

(8.2)=
m∑
j=1

aji
k∑
l=1

bljwl =
k∑
l=1

m∑
j=1

ajibljwl =
k∑
l=1

 m∑
j=1

bljaji

wl ,
also folgt mit Gleichung (8.3): cli = ∑m

j=1 bljaji = (B ·A)li. Es folgt C = B ·A.
Korollar 8.10. Sei T : U → V linear. Ist T invertierbar, so ist T−1 : V → U
linear mit MBV

BU
(T−1) = MBU

BV
(T )−1, wobei BU eine Basis von U und BV eine Basis

von V ist.

Beweis. Linearität gilt nach Lemma 7.4. Es ist nach Voraussetzung: T−1 ◦ T =
idU , T ◦ T−1 = idV . Da V und W isomorphe Vektorräume sind, mittels T , haben
sie nach Korollar 7.13 dieselbe Dimension. Sei dimU = dimV = n. Dann gilt

In
8.5= MBU

BU
(idU) = MBU

BU
(T−1 ◦ T )

8.9= MBV
BU

(T−1) ·MBU
BV

(T ),

und analog gilt In = MBU
BV

(T ) ·MBV
BU

(T−1). Also ist MBU
BV

(T ) invertierbar mit

MBU
BV

(T )−1 = MBV
BU

(T−1) .
Definition 8.11. Seien B,C Basen von V . Die Matrix MB

C (idV ) heißt Basiswech-
selmatrix von B zu C.
Bemerkung 8.12. Nimmt man T = idV : V → V in Theorem 8.7, dann folgt

MC(v) = MB
C (idV ) ·MB(v) .

Theorem 8.13. Sei T : V → W linear. Seien BV , CV Basen von V und BW , CW
Basen von W . Dann gilt

MCV
CW

= P ·MBV
BW

(T ) ·Q−1

mit P = Basiswechselmatrix von BW zu CW und Q = Basiswechselmatrix von BV

zu CV .

Die Gleichung lässt sich gut aus dem folgenden Bild ablesen:
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V
CV

V
BV

W
BW

W
CW

idV T idW

T

Beweis. Mit Theorem 8.9 folgt:

MCV
CW

(T ) = MCV
CW

(idW ◦T ◦ idV )
= MBW

CW
(idW )︸ ︷︷ ︸

=:P

MBV
BW

(T )MCV
BV

(idV )︸ ︷︷ ︸
=:Q−1

= MBW
CW

(idW ) ·MBV
BW

(T ) ·MBV
CV

(id)−1 .

Beispiel 8.14. (siehe Beispiel 8.6)
Sei T : R2 → R3 mit

MB1
B2 (T ) =

 1 2
0 1
−3 −1

 =: A ,

wobei B1 = {v1, v2} eine Basis von R2 ist und B2 = {w1, w2, w3} eine Basis von
R3. Man sieht leicht, dann ist B3 := {u1, u2} mit u1 := v1 − 2v2, u2 := v1 + v2 eine
Basis von R2, und B4 := {z1, z2, z3} mit

z1 := w1 + w2

z2 := w2 + w3

z3 := w3 + w1

eine Basis von R3.

(a) Was ist MB3
B4 (T )?

(i) Das lösen eines entsprechenden linearen Gleichungssystems liefert

w1 = 1
2(z1 − z2 + z3)

w2 = 1
2(z2 − z3 + z1)

w3 = 1
2(z3 + z2 − z1)

(ii) Es ist

Tu1 = T (v1 − 2v2)
= Tv1 − 2Tv2

= (w1 − 3w3)− 2(2w1 + w2 − w3)
= −3w1 − 2w2 − w3
i)= . . .

= −2z1 − z3

81



Analog Tu2 = T (v1 +v2) = Tv1 +Tv2 = (w1−3w3)+(2w1 +w2−w3) =
3w1 + w2 − 4w3

i)= . . . = 4z1 − 3z2 − z3. Also

MB3
B4 (T ) =

−2 4
0 −3
−1 −1

 =: B .

(b) Was ist die Beziehung zwischen A und B? Wir demonstrieren Theorem 8.13.
Die gegebene Situation ist durch das folgende Bild zusammengefasst:

R2

B3

R2

B1

R3

B2

R3

B4

T

id T

A

id

Es ist

Q := MB2
B4 (id) (a)(i)= 1

2

 1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1



und

P−1 := MB1
B3 (id) =

(
1 1
−2 1

)
.

Dann gilt nach Theorem 8.13, dass B = QAP−1. Wir rechnen diese Gleichung
nach:

QAP−1 = 1
2

 1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1


 1 2

0 1
−3 −1

( 1 1
−2 1

)

=

 2 2
−2 −1
−1 0

( 1 1
−2 1

)
=

−2 4
0 −3
−1 −1

 = B.

Bemerkung 8.15. Jede invertierbare Matrix kann als Basiswechselmatrix inter-
pretiert werden.

Beweis. Sei P = (pij) ∈ Mn(K) invertierbar. Sei V ein Vektorraum mit Basis
{v1, . . . , vn} =: B. Setze C := {v′1, . . . , v′n} mit

v′j :=
n∑
i=1

pijvi, mit 1 ≤ j ≤ n .

Wir zeigen, dass C eine Basis von V ist.
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Angenommen

0 =
n∑
j=1

λjv
′
j =

n∑
j=1

λj
n∑
i=1

pijvi =
n∑
i=1

 n∑
j=1

pijλj

 vi .
Da B linear unabhängig ist, folgt ∑n

j=1 pijλj = 0 für alle i. Diese n Gleichungen
entsprechen gerade der Matrixgleichung

P


λ1
...
λn

 =


0
...
0

 .

Da P invertierbar ist, folgt
λ1
...
λn

 = P−1P


λ1
...
λn

 = P−1


0
...
0

 =


0
...
0


Es ist also λi = 0 für alle i. Damit ist C linear unabhängig. Da die Mächtigkeit
von C gerade der Dimension von V entspricht, ist C eine Basis von V .

Bemerkung 8.16. Zwei quadratische n× n-Matrizen A und B heissen ähnlich,
genau dann, wenn es eine invertierbare Matrix P gibt mit B = PAP−1. Ähnliche
Matrizen beschreiben also genau denselben Endomorphismus T des Kn, bezüg-
lich verschiedener Basen. Man sieht leicht, dass Ähnlichkeit von Matrizen eine
Äquivalenzrelation ist. In der Vorlesung Lineare Algebra II klassifizieren wir die
Endomorphismen T , indem wir die Äquivalenzklassen klassifizieren. Wir suchen
hierbei nach einer Basis B des Kn, die einen besonders einprägsame darstellende
Matrix MB(T ) liefert.
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Kapitel 9

Die Determinante

Sei K ein Körper und n eine natürliche Zahl. In Theorem 2.16 haben wir Charak-
terisierungen invertierbarer Matrizen gesehen. Diese werden wir in diesem Kapitel
noch ergänzen.

Bemerkung 9.1. Sei A ∈Mn(K) mit A invertierbar. Nach Theorem 2.16 hat das
lineare Gleichungssystem A = 0 dann nur die Lösung x = 0. Es ist also

KerTA = {x | Ax = 0} = {0}.

Mit der Rang-Defekt-Formel 7.16 folgt Rang r(A) = n. Umgekehrt, sei r(A) = n
und sei E Zeilen-reduzierte Stufenform von A. Bei elementaren Zeilenmformungen
ändert sich der Zeilenrang nicht, mit Theorem 7.20 ist also r(E) = n, und damit
E = In. Mit Theorem 2.16 folgt, dass A invertierbar ist.

Wir haben hiermit gesehen, dass die Matrix A genau dann invertierbar, wenn
r(A) = n. Nach dem Rangsatz 7.20 passiert letzteres genau dann, wenn A aus n
linear unabhängigen Spaltenvektoren besteht, was wiederum äquivalent dazu ist,
dass A aus n linear unabhängigen Zeilenvektoren besteht. Wir sehen in diesem
Kapitel: A ist invertierbar, genau dann, wenn die sogenannte Determinante detA
6= 0 ist. Determinanten zu definieren ist abstrakter und komplexer als unsere
bisherigen Definitionen. Wir betrachten daher zunächst den kleinsten interessanten
Fall, die 2× 2-Matrizen.

Beispiel 9.2. Wir geben ein notwendiges und hinreichendes Kriterium für die
Invertierbarkeit von 2 × 2-Matrizen: Matrix A = (aij) ∈ M2(K) ist genau dann
invertierbar, wenn a11a22 − a12a21 6= 0. Wir sehen später, dass det(A) = a11a22 −
a12a21 ist.

Beweis.

a) Sei a11 = 0, d.h.

A =
(

0 a12
a21 a22

)
.

Ist A invertierbar, dann ist r(A) = 2 nach Bemerkung 9.1, was genau dann
gilt, wenn a12 6= 0 und a21 6= 0. Damit ist a11a22 − a12a21 6= 0.
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b) Sei nun a11 6= 0. Dann bringen wir A durch elementare Zeilenumformungen
auf Zeilen-reduzierte Stufenform

A→
(

1 a12a
−1
11

0 a22 − a21a12a
−1
11

)
.

Nach Bemerkung 9.1 ist A invertierbar, wenn r(A) = 2 ist, was genau dann
gilt, wenn a22 − a21a12a

−1
11 6= 0 ist, also wenn a11a22 − a12a21 6= 0 gilt.

Beispiel 9.3. Wir benutzen nun das Beispiel der 2×2-Matrizen, um die allgemeine
Definition der Determinante zu motivieren. Definiere det : M2(K)→ K durch(

a11 a12
a21 a22

)
7→ a11a22 − a12a21.

Wir schreiben im folgenden A = (a1 | a2) als Matrix mit den Spalten a1 = (a11, a21)T
und a2 = (a12, a22)T . Wir fassen det als Abbildung auf den Spalten von A auf.
Dann hat die Abbildung det die folgenden Eigenschaften:

D1) det ist multilinear, das heisst linear in der i-ten Spalte, mit i = 1, 2. Sei b1 =
(b11, b21)T ∈ K2, dann folgt direkt aus der obigen Definition der Determinante,
dass

det(a1 + b1 | a2) = det(a1|a2) + det(b1 | a2),

Analog zeigen wir det(λa1 | a2) = λ det(a1 | a2). Somit ist det linear in der 1.
Spalte. Analog gilt die Linearität für die 2. Spalte.

D2) Sei a1 = a2 = (x, y)T , dann ist det(a1 | a2) = xy − xy = 0. Wir sagen, dass
det alternierend ist.

D3) Nach obiger Definition von det gilt:

det(I2) = det
(

1 0
0 1

)
= 1− 0 = 1.

Wir sagen, dass det normiert ist.

Definition 9.4. Sei K ein Körper und n ∈ N. Eine Abbildung det : Mn(K)→ K
heißt Determinante, wenn gilt:

D1) det ist multilinear, das heisst, det ist linear in jeder Spalte, also für 1 ≤ k ≤ n
gilt:

det(a1 | · · · | λak | · · · | an) = λ det(a1 | · · · | an),

und

det(a1 | · · · | ak+a′k | · · · | an) = det(a1 | · · · | ak | · · · | an)+det(a1 | · · · | a′k | · · · | an).

D2) det ist alternierend in den Spalten, das heisst det(· · · | ai | · · · | ai | . . . ) = 0.
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D3) det ist normiert, das heisst det(In) = 1.

Bemerkung: Wir zeigen später, dass es genau eine Abbildung gibt, die diese
Eigenschaften erfüllt. Insbesondere folgt dann aus dem letzten Beispiel, dass die
Determinante einer 2× 2-Matrix A gerade durch det(A) = a11a22 − a12a21 gegeben
ist.

Bemerkung 9.5. Sei det eine Determinante, dann gelten die folgenden Eigen-
schaften:

a) Die Determinante einer Matrix mit mindestens einer Nullspalte ist Null.
Gegeben sei eine Matrix A = (a1 | · · · | ak | · · · | an) mit ak = 0. Dann ist

detA = (a1 | · · · | 0 · ak | · · · | an) D1)= 0 · detA = 0.

b) Es gilt

0 D2)= det(· · · | ak + al | · · · | ak + al | . . . )
D1), D2)= det(· · · | ak | · · · | al | . . . ) + det(· · · | al | · · · | ak | . . . ).

Das ist gerade dann erfüllt, wenn

det(· · · | ak | · · · | al | . . . ) = − det(· · · | al | · · · | ak | . . . ), (9.1)

also wenn die Determinante ihr Vorzeichen beim Vertauschen zweier beliebigen
Spalten ändert. Induktiv folgt

det(a1 | · · · | ak | · · · | an) = (−1)k−1 det(ak | a1 | · · · | an).

Beispiel 9.6. Sei det eine Determinante und sei A ∈ Mn(K). Seien 1 ≤ i, j ≤ n
mit i 6= j.

a) Für die Elementarmatrizen aus Bemerkung 2.5 gilt:

detPii(λ) = λ, detPij(λ) = 1 und detQij = −1.

Insbesondere folgt detP 6= 0 für alle Elementarmatrizen P .

b) Es ist det(A·Pii(λ)) = λ det(A) und det(APij(λ)) = det(A) und det(AQij(λ)) =
− det(A). Insbesondere ist det(AP ) = detA detP für Elementarmatrizen P .

c) Sei P Elementarmatrix. Dann ist die transponierte Matrix P T wieder eine
Elementarmatrix mit det(P ) = det(P T ).

Beweis. a) i) Sei

Pii(λ) =



1
. . .

λ
. . .

1


, λ 6= 0.

Damit ist det(APii(λ)) = det(a1 | · · · | λai | · · · | an) D1)= λ detA.
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ii) Sei

Pij(λ) =



1
. . .

1 λ
. . .

1


, λ 6= 0.

Daraus ergibt sich

det(APij(λ)) = det(· · · | ai | · · · | λai + aj | . . . )
D1)= detA+ λ det(· · · | ai | · · · | ai | . . . )
D2)= detA.

iii) Nach Bemerkung 9.5 b) gilt für Qij, dass det(A ·Qij) = − detA.

b) Wähle A = In in a), dann ist mit D3) det(Pii(λ)) = λ, det(Pij(λ)) = 1 und
det(Qij) = −1. Insbesondere: detP 6= 0 für eine Elementarmatrix P und die
Rechnungen in a) zeigen det(AP ) = det(A) det(P ).

Theorem 9.7 (Produktsatz für Determinante). Sei det : Mn(K) → K eine
Determinante und seien A,B ∈Mn(K).

1) Die Determinante ist multiplikativ, das heisst det(AB) = detA detB.

2) Es ist detA 6= 0 ⇔ A ist invertierbar. In diesem Fall ist det(A−1) =
(detA)−1.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fälle, ob A invertierbar ist oder nicht.

a) Sei A invertierbar. Dann gibt es ein P , so dass PA = I, wobei P = P1 . . . Pt
als Produkt von Elementarmatrizen geschrieben werden kann. Es ist P = A−1.
Daraus folgt, dass A = P−1 = P−1

t . . . P−1
1 , sich A also auch als Produkt von

Elementarmatrizen schreiben lässt. Wiederholtes Anwenden von Beispiel 9.6
ergibt:

det(BA) = det(BP−1
t . . . P−1

1 )
= det(BP−1

t . . . P−1
2 ) detP−1

1

= . . .

= detB detP−1
t . . . detP−1

1

= . . .

= detB detA.

Insbesondere, wähle B = A−1, dann ist mit D3):

1 = det In = det(A−1A) = detA−1 detA.

Also ist detA 6= 0 und det(A−1) = (detA)−1.
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b) Sei A nicht invertierbar. Bringe A auf Spaltenreduzierte Stufenform AP , wobei
P wieder ein Produkt von Elementarmatrizen ist. Damit ist P invertierbar.
Da A nicht invertierbar ist, hat die Spalten-reduzierte Stufenform AP min-
destens eine Nullspalte. Dies folgt aus einem Spalten-Analogon von Theorem
2.16. Damit folgt aus Bemerkung 9.5, dass detAP = 0 ist. Da P invertierbar
ist, verwenden wir a) und formen um auf

0 = detAP a)= detA detP.

Da detP 6= 0 nach a), ist detA = 0.
Da A nicht invertierbar ist folgt mit Bemerkung 9.1, dass r(A) < n ist.
Schreibe die linearen Abbildungen TA : Kn → Kn, x 7→ Ax und TB : Kn →
Kn, x 7→ Bx. Wende Theorem 7.16 auf die folgende lineare Abbildung an:

TB

∣∣∣∣
imA

: imA→ Kn, Ax 7→ BAx

Dann ist r(A) = r(TB
∣∣∣
imA

) + n(TB
∣∣∣
imA

). Das kxsönnen wir aber schreiben als

r(BA) = dim(imTBA) = dim im(TB
∣∣∣
imA

)

= r(TB
∣∣∣
imA

)

= r(A)− n(TB
∣∣∣
imA

)
≤ r(A) < n.

Aus Bemerkung 9.1 folgt, dass BA nicht invertierbar ist. Aus dem ersten Teil
von b) folgt detBA = 0. Also gilt

det(BA) = 0 = 0 · detB = detA detB.

Korollar 9.8 (Eindeutigkeit der Determinante). Zu jedem Körper K und jedem
n ∈ N gibt es höchstens eine Determinante det : Mn(K)→ K.

Beweis. Sei A ∈Mn(K). Angenommen A ist nicht invertierbar, dann ist detA = 0
nach Theorem 9.7. Angenommen A ist invertierbar, dann schreiben wir A als
Produkt von Elementarmatrizen, A = ∏

Pi. Wir erhalten damit detA = ∏ detPi.
Damit ist der Funktionswert detA eindeutig durch A bestimmt. Es gibt also
höchstens eine Funktion det : Mn(K)→ K.

Korollar 9.9. Für det : Mn(K)→ K eine Determinante gilt det(A) = det(AT ).

Beweis. Wir benutzen Bemerkung 9.1. Ist A nicht invertierbar, dann ist
r(A) < n. Folglich ist auch r(AT ) < n und AT ist nicht invertierbar. Aus
diesen Eigenschaften folgt detA = 0 = detAT , nach Theorem 9.7.
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Ist A invertierbar, dann schreiben wir A als Produkt von Elementarmatrizen,
A = ∏

Pi. Wir nutzen aus, dass nach Beispiel 9.6 die transponierte einer Ele-
mentarmatrix wieder eine Elementarmatrix ist mit der gleichen Determinante:
detPi = detP T

i . Damit ist

AT =
(∏

Pi
)T

= (P1 . . . Pt)T = P T
t . . . P

T
1

und wir erhalten

detAT = detP T
t . . . detP T

1

= detPt . . . detP1

= detP1 . . . detPt
= det

(∏
Pi
)

= detA.

Bemerkung 9.10. Mit Korollar 9.9 folgt, dass jede Eigenschaft einer Determinante,
die für die Spalten von Matrizen gilt, analog auch für deren Zeilen gelten muss.
Insbesondere

det : Mn(K)→ K

ist eine Determinante, genau dann wenn D1) bis D3) für die Zeilen von Matrizen
gelten.

Definition 9.11. Sei A ∈ Mn(K). Seien 1 ≤ i, j ≤ n. Matrix Aij ∈ Mn−1(K) ist
definiert als die Matrix, die aus A durch streichen der i-te Zeile und der j-te Spalte
entsteht.

Beispiel 9.12. Beispielsweise sei

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , dann ist A32 =
(

1 3
4 6

)
.

Theorem 9.13 (Existenz der Determinante). Sei n eine natürliche Zahl. Definiere
die Abbildung det : Mn(K)→ K durch

n = 1: det(a11) := a11,

n > 1: detA = ∑n
i=1(−1)i+1ai1 det(Ai1) für A ∈Mn(K).

Dann ist det eine Determinante. Da nach Korollar 9.8 die Determinante eindeutig
ist, sprechen wir im folgenden von der Determinanten.

Beispiel 9.14. Sei A = (aij) ∈Mn(K). Wir betrachten zunächst den Fall n = 2:

det
(
a11 a12
a21 a22

)
= (−1)1+1a11 det(A11) + (−1)2+1a21 det(A21)

= a11 det(a22)− a21 det(a12)
= a11a22 − a21a12.
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Und im Fall n = 3 gilt:

detA = (−1)1+1a11 detA11 + (−1)2+1a21 det(A21) + (−1)3+1a31 det(A31)

= a11 det
(
a12 a13
a32 a33

)
− a21 det

(
a12 a13
a32 a33

)
+ a31 det

(
a12 a13
a22 a23

)
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Beweis von Theorem 9.13. Wir machen Induktion nach n, und zeigen, dass D1)
bis D3) für die Zeilen von A ∈Mn(K) gelten. Mit Bemerkung 9.10 folgt dann die
Behauptung.

D1) Wir zeigen, dass die definierte Abbildung det linear in der ersten Zeile
ist. Die Matrix A11 hängt nicht von der 1. Zeile von A ab, demnach ist
der Summand a11 · detA11 linear in der 1. Zeile von A. Sei i > 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist Ai1 linear in der 1. Zeile, wonach ai1 detAi1
linear in der 1. Zeile ist. Es folgt insgesamt, dass det linear in der 1. Zeile ist.
Analog gehen wir für jede andere Zeile vor. Folglich ist det multilinear und
es gilt D1).

D2) Seien Zeilen k und l von A gleich, mit k > l. Sei i 6= k, l, dann hat Ai1 zwei
gleiche Zeilen. Nach Induktionsvoraussetzung ist detAi1 = 0. Daraus folgt

detA = (−1)k+1ak1 det(Ak1) + (−1)l+1al1 det(Al1). (9.2)

Wir bezeichnen die Zeilen der Matrix A mit a1, a2, . . . , an. Im folgenden
benutzen wir die Notation aj sowohl für die jte Zeile von A, als auch für die
um einen Eintrag verkürzte korrespondierende Zeilen von Ak1 beziehungsweise
Al1. Nach Voraussetzung ist ak = al und es ist Ak1 = (a1 | · · · | al | · · · |
ak−1 | ak+1 | · · · | an)T , sowie Al1 = (a1 | · · · | al−1 | al+1 | · · · | ak | · · · | an)T .
Da al = ak haben beide Matrizen die selben Zeilen, nur in unterschiedlicher
Reihenfolge. Wir sortieren die Zeilen so um, dass sie in der gleichen Reihenfolge
A′ = (al = ak | a1 | · · · | al−1 | al+1 | . . . an) sind. Nach Bemerkung 9.5
brauchen wir für Ak1 insgesamt l − 1 Vertauschungen um auf diese Form zu
kommen. Wir erhalten

detAk1 = (−1)l−1 detA′.

Analog ergibt sich
detAl1 = (−1)k−2 detA′,

da hier die Zeile al fehlt.
Wir setzten das in Gleichung (9.2) ein und erhalten

detA = (−1)k+lak1 detA′ + (−1)k+l−1al1 detA′

=
(
(−1)k+lak1 + (−1)k+l−1al1

)
detA′

= 0 · detA′ = 0.

Hier benutzen wir die Vorraussetzung ak1 = al1.
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D3) Es ist det In Def= (−1)1+1a11 det I11
n + 0 + 0 + · · · = 1 · det In−1 = 1.

Korollar 9.15 (Laplacesche Entwicklungssatz). Sei A ∈Mn(K). Dann gelten die
folgenden beiden Formeln:

1. Entwickelung nach j-ten Spalte:

detA =
n∑
i=1

(−1)i+jaij detAij, für 1 ≤ j ≤ n.

2. Entwickelung nach i-ten Zeile:

detA =
n∑
j=1

(−1)i+jaij detAij, für 1 ≤ i ≤ n.

Beweis. Wir definieren die beiden Matrizen (aij) = A = (a1 | · · · | an) und
(bij) = B = (aj | a1 | · · · | aj−1 | aj+1 | · · · | an) mit Spalten a1, . . . , an in den
angegebenen Reihenfolgen. Dann gilt nach Bemerkung 9.5

detA = (−1)j−1 · detB
9.13= (−1)j−1

n∑
i=1

(−1)i+1bi1 detBi1

=
n∑
i=1

(−1)i+jaij detAij.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten Behauptung, zusammen mit Bemerkung
9.10.

Beispiel 9.16. a) Sei A = (aij) ∈Mn(K) mit aij = 0 für i > j, d.h.

A =


∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗

0 0 . . .
...

...
... · · · ∗

 .

Man nennt eine Matrix in dieser Form eine obere Dreiecksmatrix. Sind die
Einträge auf ihrer Diagonale ebenfalls Null, so heisst sie strikte obere Drei-
ecksmatrix. Wir behaupten: Ist A = (aij) eine obere Dreiecksmatrix, dann ist
detA = ∏n

i=1 aii.

Beweis. Wir machen Induktion nach n, und entwickeln die Determinante
nach der ersten Spalte. Sei n = 1, dann ist det(a11) = a11, und die Behauptung
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gilt. Sei n ≥ 1 und A ∈Mn(K). Dann ist

detA 9.13=
n∑
i=1

(−1)i+1ai1 · detAi1

= (−1)1+1a11 · detA11 + 0 + · · ·+ 0
= a11 · detA11

I.V.= a11

n∏
i=2

aii

=
n∏
i=1

aii.

b) Sei A ∈Mn(K) und B ∈Mm(K). Sei

C :=
[
A ∗
0 B

]
∈Mn+m(K).

Wir behaupten, dann ist detC = detA · detB.

Beweis. Wir machen Induktion nach n+m ,und entwickeln die Determinante nach
der ersten Spalte. Es ist

detC 9.13=
n+m∑
i=1

(−1)i+1ci1 detCi1

=
n∑
i=1

(−1)i+1ai1 det
[
Ai1 ∗
0 B

]
I.V=

n∑
i=1

(−1)i+1ai1 · detAi1 detB

9.13= detA · detB.

Beispiel 9.17 (Vandermondsche Determinante). Seien x1, . . . , xn ∈ K paarweise
verschieden. Sei

A(x1, . . . , xn) :=


1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2
...

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

 .

Dann gilt detA = ∏
j>i(xj − xi).

Definition 9.18. Eine bijektive Abbildung {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} heißt
Permutation (von n Objekten). Wir definieren Sn als die Menge aller Permutationen
von n Objekten. Die Menge Sn, zusammen mit Komposition von Abbildungen,
ist eine Gruppe, siehe Beispiel 6.6 aus dem Grundlagenkapitel. Wir nennen Sn
symmetrische Gruppe von Grad n. Wir wissen bereits aus dem Grundlagenkapitel,
dass die Gruppe Sn nicht abelsch ist für n ≥ 3, und es ist |Sn| = n!.
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Notation 9.19. Für die Notation von Permutationen gibt es zwei Schreibweisen,
die Matrix-Notation (siehe Grundlagenkapitel) und die Zykel-Notation:

a) Schreibe

σ =
[

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

]
in der Matrix-Notation für die Permutation σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Es
ist zum Beispiel

S2 =
{[

1 2
1 2

]
= id ,

[
1 2
2 1

]}
.

b) In Zykel-Notation schreiben wir σ = (a1a2 . . . ar) für die Permutationen
σ ∈ Sn mit

a1 7→ a2

a2 7→ a3

...

ar−1 7→ ar

ar 7→ a1.

Mittels Komposition von Abbildungen σ ◦ τ =: σ · τ = στ gilt beispielweise:

S2 = {(1)(2), (12)},
S3 = {(1)(2)(3), (12)(3), (13)(2), (23)(1), (123), (132)},

beziehungsweise

σ =
[
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 1 5 8 9 2 7 4 3

]
= (162)(359)(48)(7).

Zyklen der Länge eins werden in dieser Schreibweise typischerweise nicht geschrieben.
Sei α = (132) und β = (415) mit α, β ∈ S6. Damit folgt α·β = (132)(415) = (15432).
Zykel (a1 . . . as) und (b1 . . . bt) heissen disjunkt, falls {a1, . . . as} ∩ {b1, . . . , bt} = ∅
ist. Man sieht leicht, dass disjunkte Zykel kommutieren.

Theorem 9.20. a) Jede Permutation kann als Produkt von disjunkten Zyklen
geschrieben werden. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf die Reihenfolge
der Zykel.

b) Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden.
(Diese Darstellung ist nicht eindeutig.)

Beweis. Sei σ = id, dann ist σ = (1)(2)(3) . . . (n) Produkt disjunkter Zykel. Sei
σ 6= id .

i) Wähle a1 ∈ {1, . . . , n} beliebig mit σ(a1) 6= a1. Definiere a2 := σ(a1). Wir
setzten dieses Vorgehen induktiv fort: Falls σ(ai) 6∈ {a1, . . . , ai} ist, definiere
ai+1 := σ(ai). Angenommen σ(ai+1) = aj mit 2 ≤ j ≤ i. Dann ist σ(aj−1) =
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aj = σ(ai+1), woraus aber aj−1 = ai+1 aus der Bijektivität der Permutation
folgt. Dies ist ein Widerspruch zur Konstruktion der Elemente ai. Es ist also
σ(ai+1) = aj mit j < i nur möglich für j = 1. Damit ist σ(ai+1) = a1. Sei
τ1 := (a1 . . . ai). Dann ist insbesondere τ1(b) = b für b 6∈ {a1, . . . , ai}, und es
folgt τ−1

1 ◦ σ(ak) = τ−1
1 ak+1 = ak für 1 ≤ k ≤ i.

ii) Angenommen {a1, . . . , ai} ( {1, . . . , n} und τ−1
1 σ 6= id . Wähle b1 mit

τ−1σ(b1) 6= b1. Wende i) an mit Permutation τ−1σ. Wie in i) wiederho-
len wir die Abbildung immer wieder, bis wir wieder auf b1 landen. Dies
liefert den Zykel τ2 = (b1 . . . bj). Da {1, . . . , n} endlich ist, folgt induktiv,
dass τ−1

s . . . τ−1
2 τ−1

1 σ = id ist. Also ist σ = τ1τ2 . . . τs Produkt von disjunkten
Zyklen.

iii) Für Aussage b) schreiben wir die Permutation σ zunächst als Produkt von
disjunkten Zyklen, wie in a). Wir schreiben in diesem Produkt einen r-Zykel
als Produkt von Transpositionen durch

(a1a2 . . . ar) = (a1ar)(a1ar−1) . . . (a1a3)(a1a2).

Definition 9.21. Eine Matrix in Mn(K) heißt Permutationsmatrix, falls jede Zeile
und jede Spalte jeweils genau einen Eintrag Eins hat und sonst Einträge Null hat.

Beispiel 9.22. Das sogenannte Kronecker-delta δij ist definiert durch δij = 1 falls
i = j und 0 sonst. Definiere für σ ∈ Sn die Matrix Pσ = (Pij) mit Pij = δiσ(j).
Beispielsweise für Permutation σ = (12) und Permutation π = (123) ist

Pσ :=

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , Pπ :=

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
Es ist Pσ eine Permutationsmatrix mit Pσ = (eσ(1) | · · · | eσ(n)), denn die j-te Spalte
von Pσ ist 

P1j
P2j
...
Pnj

 =


δ1σ(j)
δ2σ(j)
...

δnσ(j)

 = eσ(j).

Lemma 9.23. Seien σ, π ∈ Sn, dann ist PσPπ = Pσπ.

Beweis. Es ist

(PσPπ)ij =
n∑
k=1

(Pσ)ik(Pπ)kj

=
∑
k

δiσ(k) · δkπ(j)

k=π(j)= δi,σ(π(j))

= (Pσπ)ij.
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Definition 9.24. Sei σ ∈ Sn. Definiere sgn(σ) := detPσ, dass Signum beziehungs-
weise Vorzeichen der Permutation σ. Wir nennen σ gerade, falls sgn(σ) = 1 und
ungerade, falls sgn(σ) = −1 ist.

Bemerkung 9.25. a) Die Abbildung sgn : Sn → {±1} ist multiplikativ, also
sgn(σπ) = sgn σ sgn π. Dies folgt direkt daraus, dass wir das Signum über die
Determinante definiert haben und wir bereits wissen, dass diese multiplikativ
ist. Vergleiche dazu Theorem 9.7 und Lemma 9.23.

b) Sei σ = τ1 . . . τs Produkt von Transpositionen (siehe Theorem 9.20). Dann
folgt induktiv, dass sgn σ = sgn(τ1 . . . τs) = sgn τ1 . . . sgn τs. Wir können
leicht nachrechnen, dass das Signum einer Transposition −1 ist. Damit folgt
sgn σ = (−1)s.

Beispiel 9.26. Sei A ∈ M2(K). Berechne detA mittels der Eigenschaften D1) –
D3) der Determinante und Bemerkung 9.5. Sei e1 = (1, 0)T und e2 = (0, 1)T die
Standardbasis von K2. Sei A = (a1 | a2) = (aij), dann ist

detA = det
(
a11e1 + a21e2 | a12e1 + a22e2

)
D1)= a11 det(e1 | a12e1 + a22e2) + a21 det(e2 | a12e1 + a22e2)
D1)= a11a12 det(e1 | e1) + a11a22 det(e1 | e2)

+ a21a12 det(e2 | e1) + a21a22 det(e2 | e2)
D2)= a11a22 det(e1 | e2) + a12a21 det(e2 | e1)
9.5= a11a22 det(e1 | e2)− a12a21 det(e1 | e2)
D3)= a11a22 − a21a21.

Theorem 9.27 (Leibniz Formel). Sei A ∈Mn(K), dann ist

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)n.

Beweis. Mittels D1) – D3) und Bemerkung 9.5 gilt:

detA =
n∑

i1=1

n∑
i2=1
· · ·

n∑
in=1

ai11ai22 . . . ainn det(ei1 | ei2 | · · · | ein)

D2)=
∑
σ∈Sn

aσ(1)1 . . . aσ(n)n det(Pσ)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n.

Theorem 9.28 (Cramersche Regel). Sei A ∈ Mn(K). Definiere Ã := (ãij) mit
(ãij) := (−1)i+j detAji. Dann gilt

A · Ã = Ã · A = (detA) · In.

Insbesondere gilt für eine invertierbare Matrix A, dass A−1 = (detA)−1 · Ã ist.
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i) Wähle festes k, l ∈ {1, . . . , n}. Sei B := (bij) ∈Mn(K) mit

B = (a1 | · · · | al−1 | ak | al+1 | · · · | ak | · · · | an),

das heisst, Matrix B entsteht aus Matrix A, indem wir die k-te Spalte von A
in die l-te Spalte kopieren. Dann ist mit D2):

detB =
{

0 falls k 6= l,
detA falls k = l.

ii) Berechne detB durch den Laplaceschen Entwickelungssatz nach der l-ten
Spalte. Es ist Bil = Ail und bil = aik, für 1 ≤ i ≤ n. Also

detB =
n∑
i=1

(−1)i+lbil detBil

=
n∑
i=1

(
(−1)i+l detAil

)
· aik

=
n∑
i=1

ãliaik = (Ã · A)lk.

Daraus folgt mit i):

(Ã · A)kl =
{

0 falls k 6= l
detA falls k = l.

und somit
Ã · A = detA · In.
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