Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2020/21

Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Lo6sung 8

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 29 Gegeben sind die folgenden von einem Parameter s € R abhéngigen Vekto-

ren in R**1,
% % 285
v (8) e () v= (1) e ()
- 0 4 5s

Wir betrachten die lineare Abbildung f : R**! — R : v > u'v.

=1

(a) Gibt es ein s € R, fiir welches (z, y, w;) linear abhéngig ist?

(b) Fiir welche s € R ist (u, ¥, y, w,) ein erzeugendes Tupel in R**1?

(c) Bestimmen Sie dim(f(R**!)). Bestimmen Sie damit dim(Kern(f)).
)

(d) Gibt es ein s € R, fiir welches (z, y, ws) eine Basis von Kern(f) ist?

Lésung.

(a) Wir bilden die Matrix A; mit den Vektoren x, y und wy als Spalten.

1 1 s
A= 1 2 2s
-1 3 2
0 4 b5s

Das GauBverfahren liefert die folgende Umformung von Aj.

11 s 10 0 100 100

0 1 s 0 1 S 010 010
Asw ~ > ~

0 4 2+s 0 0 2—-3s 00 2 0 0 1

0 4 5s 0 0 S 0 0 s 0 00

Die Zeilenstufenform von Ay ist unabhéngig von s und enthélt keine Nichtstufenspalten.
Also gibt es kein s € R, fiir welches (z, y, w;,) linear abhéngig ist.

(b) Wir bilden die Matrix By mit Spalten u, x, y und ws.

1 1 1 s
B, — 0 1 2 2s
1 -1 3 2
-1 0 4 5s



Das GauBlverfahren liefert die folgende Umformung von B.

1 1 1 s 10 -1 —s 100 -3
0 1 2 25 01 2 25 010 —2+s
BSW ~ ~

0 -2 2 2—s 00 6 243s 001 142

0 1 5 6s 00 3 4s 000 —1+2
1000

[st nun —1+52—57é0, so erhalten wir die Zeilenstufenform <8(1)?8>.Ist —1—{—%20, also

0001

s = %, erhalten wir die Zeilenstufenform

100 2
010 —%
001 &
000 O

Damit ist (u, z, y, ws) ein erzeugendes Tupel in R fiir s # 2.

(c) Es ist f((é)) = (101-1) (é) =1 # 0. Also ist dim(f(R**!)) mindestens 1. Als Un-
0 0

terraum von R hat f(R**!) jedoch héchstens die Dimension 1. Zusammen erhalten wir
dim(f(R**1)) = 1.

Die Dimensionsformel dim(R**!) = dim(Kern(f)) + dim(f(R**!)) ergibt nun

dim(Kern(f)) = dim(R*") — dim(f(R**!)) =4 -1 = 3.

(d) Nach Teil (a) ist das Tupel (z, y, w;) fiir alle s € R linear unabhéngig. Nach Teil (c)
hat Kern(f) die Dimension 3. Also ist (z, y, ws) eine Basis von Kern(f), falls alle drei
Vektoren in Kern(f) liegen. Es wird :

1

Es ist 2 — 45 = 0 fiir s = 1. Damit ist (z, y, w;) eine Basis von Kern(f) fiir s = 1.



Hausaufgabe 30 Gegeben sind die folgenden Unterrdume von F2*!.

() (0 (D oma() (D) ()

(a) Bestimmen Sie eine Basis von 7" und eine Basis von U.

HONRFO
NO—RON

)

(b) Bestimmen Sie eine Basis von 7'+ U und eine Basis von TN U.
Lésung.

(a) Wir bestimmen zuerst eine Basis von T. Der GauBlalgorithmus ergibt die folgenden Um-

formungen.
1 0 0 1 0 0 10 0 1 00
0 1 1 01 1 01 1 010
-2 2 2|1~]102 2|~[00 O0{[~]0O01
0 1 0 01 0 00 -1 000
1 1 -1 01 —1 00 -2 000

1 0 0
0 1 1

Also ist ((3) : (%) : ( 3)) eine Basis von T
1 1 -1

Wir bestimmen eine Basis von U. Der GauBalgorithmus ergibt die folgenden Umformun-

gen.
1 0 1 =2 1 0 1 =2 1 01 =2 1010
2 1 -1 0 o 1 2 -1 01 2 -1 0120
1 -1 -1 1 f{~]0 -1 -2 2| ~|00O0 2 |~10001
2 1 -1 0 0o 1 2 -1 000 O 0000
10 1 2 0 0 0 -1 000 -1 0000

1 0 -2
Also ist ((2) , (i) : ( g)) eine Basis von U.
1 0 2

(b) Wir bestimmen eine Basis von T4+ U und T'NU. Der GauBalgorithmus ergibt die folgenden
Umformungen mit den Basen aus Teil (a).

1 0 0 1 0 =2 10 0 1 0 =2 10 o 1 0 =2
0 1 1 2 1 0 01 1 2 1 0 01 1 2 1 0
-2 2 2 1 -1 1|~]02 2 -2 -1 2]|~|00 0 -1 2 2
0 1 0 2 1 O 01 0 2 1 0 00 -1 0 0 O
1 1 -1 1 0 2 01 -1 0 0 -1 00 -2 -2 -1 -1

100 1 0 =2 1 0 00 0

010 2 1 O 0100 0 -1

~1!001 0 O O]~]001O0 0 O

000 -1 2 2 0 001 -2 =2

0 00 -2 -1 -1 0000 O O



Essind ¢ =1, {5 = 2, {3 = 3 und ¢4 = 3 die Stufenspaltenpositionen dieser Zeilenstufen-
form. Also ist eine Basis von T'+ U gegeben durch

OO0

Eine Basis von {2 € F2*! : Az =0} ist gegeben durch (

HHENEO

ORNOON
HONORO
~—

Also ist eine Basis von T'N U gegeben durch
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
1 1 -1 1 1 _1
o) (!
-2 1

Zur Probe kénnen wir die Dimensionsformel dim(7") + dim(U) = dim(T + U) + dim(T' N U)
verwenden. In der Tat ist

dim(T) +dim(U) =3+3=6
und
dim(T+U) +dim(TNU) =4+ 2 =6.



Hausaufgabe 31 Gegeben sind die folgenden von einem Parameter s € R abhingigen Vekto-

ren in R3*1,
0 4 s
— 5 e 1 = 0

(a) Bestimmen Sie alle s € R, fiir welche der Rauminhalt des von u,, v und w, aufgespannten
Parallelepipeds gleich 1 ist.

a

(b) Wir betrachten die lineare Abbildung f : R**! — R3*1 . <IC’) v X <bic>.
d a

Bestimmen Sie eine Matrix A mit f = mult4 . Bestimmen Sie Rang(A) und dim(f(R**1!)).

Lésung.

(a) Der Rauminhalt des von ug, v und w, aufgespannten Parallelepipeds ist gegeben durch
[ul (v x w;)|. Es gilt

ug(v X w)| =] (05-5) (—2?5—8) | = |s* — 10s — 40|

Wir fithren eine Fallunterscheidung durch, um die Gleichung |s* — 10s — 40| = 1 zu lésen.
Der erste Fall s> — 10s — 41 = 0 ergibt die Losungen 5 + /66 und 5 — 1/66. Der zweite
Fall 52 — 10s — 39 = 0 ergibt die Lésungen —3 und 13.

Insgesamt ist die Gleichung |u(v x w,)| = 1 also fiir s € {5 + /66, 5 — v/66, —3, 13}
erfiillt.
a a+2b+2c
(b) Esist f: (g)) = U X <bz-c> = (_i) X (bz-c> = <4_;%£%>' Abbilden der Standardbasis
ergibt die Spalten der Matrix

1 22 0
A=1-400 -2
0 4 4 -1

Es ist dann f = mult, .

Wir bestimmen die Zeilenstufenform von A.

1 22 0 122 0 100 3
-4 00 —2[~088 —2~|011 —1
0 44 -1 044 -1 000 O

Die Zeilenstufenform von A hat 2 Stufenspalten. Also ist Rang(A) = 2. Damit wird

dim(f(R*")) = dim(mult 4 (R**")) = Rang(A) = 2.



Hausaufgabe 32 Wir nehmen zur Kenntnis und diirfen verwenden: Fiir einen Korper K und
n>0ist (1,X, X% ..., X") eine Basis von K[X]<, .

(a) Zeigen Sie, dass (X —1, X +1, X2+ 1, X3 + 1) eine Basis von F3[X]3 ist.

(b) Bestimmen Sie eine bijektive lineare Abbildung ¢ : F3[X]<3 — F3[X]<3, fiir welche
O(X +1) = X2+ 1 ist.

X

(c) Zeigen Sie, dass ¢ : F3[X]<o — F3[X]<1 : f(X) — X f(—1)— f(1) eine lineare Abbildung
ist. Bestimmen Sie dimg, (¢(F3[X]<2)) und dimg, (Kern(2))).

Lisung. Wir benutzen, dass dim(K[X]<,) = n + 1 gilt, da (1, X, X?, ..., X™) eine Basis von

K[X]<, ist. Insbesondere ist dim(F3[X]<3) = 4.

(a) Da (X — 1, X +1, X2+ 1, X3 + 1) vier Elemente hat, reicht es zu zeigen, dass dieses
Tupel linear unabhéngig ist.

Seien A1, Ag, Az und Ay in R mit Ay (X — 1) + (X + 1) + M(X?2+ 1) + (X3 +1) =0

gegeben. Ausmultiplizieren ergibt (—A; + Ay + A3+ Ag) + (A1 + X)) X + A3 X2+ M X3 = 0.
Dies fithrt auf das folgende lineare Gleichungssystem, da (1, X, X2, X?3) eine Basis ist.

111 1\ [\
1 100 A2 _0
0 01 0f]|x]
0 0 01 Ay
Das Gaufverfahren liefert folgende Umformungen.
-1 1 1 1 1 -1 -1 -1 10 1 1 10 00
100 0 2 1 1 01 —1 -1 0100
0 010 0o 0 1 0 00 1 0 0010
0 01 0 0 0 1 00 0 1 0001

Alsogilt Ay = Ao =XA3 =X =0und (X —1, X +1, X2+ 1, X3+ 1) ist eine Basis von
5[ X]<s3.

Alternativ kénnen wir iiberpriifen, dass (X —1, X +1, X?+1, X3 +1) erzeugend in F3[X]<3
ist. Wir zeigen, dass die Basis (1, X, X2, X?3) im Erzeugnis von (X —1, X +1, X2+1, X3+1)
enthalten ist.

—(X+D+(X-1)=1
- X+ -(X-1)=X
(X+1) - (X -1+ (X?+1)=X2
(X+1)-(X-D+(X*+1)=Xx3

Da (1, X, X2, X3) erzeugend in F3[X]¢3 ist, ist damit auch (X —1, X +1, X2+ 1, X3 + 1)
erzeugend in F3[X]<s.



(b)

Wir kénnen eine lineare Abbildung ¢ : F5[X]|<3 — F3[X]<3 definieren, in dem wir die
Bilder einer Basis von F3[X|<3 vorgeben. Ergeben diese Bilder wieder eine Basis von
F3[X]<s, so ist die Abbildung bijektiv. Wir setzen

p(1) =1
p(X) = X?
p(X?) =X
p(X?) = X7,

Dies ist eine bijektive lineare Abbildung mit (X + 1) = o(X) + ¢(1) = X? + 1.
Es gibt noch zahlreiche weitere mogliche Wahlen von .

Wir zeigen, dass 1) eine lineare Abbildung ist. Seien dazu f,g € F3[X]<s und A, p € Fs.
Dann gilt

DA FX) +p-g(X)) = X - (A f(= )Jru-g(—l))—(A fA) +p-g(1))
=X A =D =2 f) + X g(=1) = - g(1)
= A (X f(=1) - f(l)) p (X - g(=1) = g(1))
= A P(f(X) + - w(g(X))-

Wir bestimmen ¢ (F;[X]<2).
Esist (1) = X — 1. Esist (X)) = —X — 1. Es ist ¥(X?) = X — 1.

Das Tupel (X —1,—X — 1, X — 1) ist erzeugend in F3[X|<;, da (X — 1)+ (X —1) =1
und —(X — 1) + (=X — 1) = X gilt und da (1, X) eine Basis in F3[X]<; ist.

Damit erhalten wir

dim(¢ (F3[X]<2)) = dim(Fs[X]<;) = 2.
Mit der Dimensionsformel dim(F;[X]<2) = dim(Kern(¢)) 4+ dim(¢(F3[X]<2)) wird

dim(Kern(¢)) = dim(F3[X]<2) — dim(¢(F3[X]<2)) =3 —2 = 1.

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/Mathe-1-Inf-WiSe20/


https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/Mathe-1-Inf-WiSe20/

