Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2020/21

Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Lo6sung 9

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 33 Gegeben ist die Fy-lineare Abbildung

x1
Cmax1 2x1 . T2 T1+T2+xT3
f . IE'?4 — I[?4 . <x3> = (ac2+:v3+ocac4> .
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Sei B die Standardbasis und B’ := ( ( )) eine weitere Basis von F}*!.
((&

Sei C die Standardbasis und C’ :=

~ cor~

(a) Bestimmen Sie die beschreibende Matrix ¢ fp .
(b) Bestimmen Sie gidg, ¢vide und ¢ fp .

(c) Bestimmen Sie Kern(f). Ist f injektiv? Ist f surjektiv?

Losung. Wir bezeichnen die gegebenen Basisvektoren wie folgt.

B = (by,by,b3,by) = ((%) ,( ),(
=) = (3) (1) (

(a) Um die beschreibende Matrix von f beziiglich der Basen B und C' zu bestimmen, bilden
wir die Basisvektoren von B unter f ab und schreiben das Ergebnis als Linearkombination
der Basisvektoren von C'.
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Damit erhalten wir ¢ fp = ((1)
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(b) Wir bestimmen pgidg analog zu Teil (a).

1 1

() = id((}))) = (5) = 1:by+1-by+0-b3+0-by
0 0
0 0

id(b,) = id((‘f)) = (?) = 0-by+0-by+1-b3+1-by
1 1
1 1

id(by) = id((i)) = (%) = 1-by+1-by+1-b3+0-by
0 0
1 1

id(b,) = id((g{)) = (2) = 1:-by+0-by+a-bg+1-by
1 1

Da B die Standardbasis von F;*! ist, sind also die Spalten von gidp gerade die Basis-
vektoren von B’. Das Gleiche gilt fiir ¢ider, und wir erhalten

1011
. 1010 . al
Bidp = (o011« cider = (%0) -
0101
Nun koénnen wir ¢ide als die inverse Matrix von ¢idgr berechnen.
. o ~1 _ 1(01\ _ (0 atl
cide = (cide)™ = L (qa) = (T%9)
Zusammen mit ¢ fp aus Teil (a) erhalten wir daraus
ofp = cide- cfp- Bidp

= (1) (119
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(c) Wir schreiben A := ¢ fp = (5%‘1‘2) Dann ist f = mults und damit Kern(f) = Kern(A).

Wir rechnen
110 10 a+1 o
Olloc) ~ (01 1 oc)
o+1
und erhalten die Basis (( 1 ) : ( ) von Kern(f) = Kern(A).
0

Insbesondere ist Kern(f) # 0. Also ist f nicht injektiv.
Es gilt

dim(f(F>Y) = dim(F}*') — dim(Kern(f)) = 4 -2 = 2 = dim(F{*!).

Also ist f surjektiv.



Hausaufgabe 34

11
Sei s € C ein Parameter. Sei A, = <8(1)
s0

%) € C*4,
1

OO

(a) Berechnen Sie det(A,) und det(s*A4,).
(b) Fiir welche Werte von s € C ist s*A, invertierbar?
(c) Bestimmen Sie B := A% - A, und det(B).

Lésung.

(a) Wir rechnen.

:det< 12f):det<
0 s—s° 1
=sP—s5+1

Damit erhalten wir

det(s?A,) = (s3)* - det(A,) = s5(s? — s+ 1).
(b) Esist s?A, genau dann invertierbar, wenn

0 # det(s*Ay)

gilt. Also ist s2A, fiir s € C~\ {0, 3(1 +iv/3), (1 — iV/3)} invertierbar.

241 1 s 2s
o 1 2 s+1 2s
) - S s+1 $24-2 s24s+1 .
2s 25 s24s+1 2(s2+1)

Unter Verwendung von Teil (a) erhalten wir

(c) Esist

det(B) = det(AL- A,) = det(A") - det(A,) = det(A,) - det(A,) = (s> — s+ 1)



211 2
Hausaufgabe 35 Seci A = <(1) 0 8_%) € C** gegeben.
201 2

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4 (X).

(b) Esist i ein Eigenwert von A. Bestimmen Sie seinen Eigenraum, seine algebraische
Vielfachheit und seine geometrische Vielfachheit.

(c) Sei B:=(X,1,X? X3+ 1) eine Basis von C[X]<3.
Sei ¢ : C[X]|<3 — C[X]<3 die lineare Abbildung mit gpp = A.
Bestimmen Sie ein f(X) € C[X]<3 \ {0}, fiir das ¢(f(X)) = if(X) ist.
Lésung.

(a) Wir rechnen.

—-2-X 1 1 %
xa(X) = det(A— X -E)) — det( o % _1)
—2 0 1 2—X
—-X 1 1 2 0 1 0 X
_ det(_ol X0 ) _ det(_ol X0 )
-X 0 1 2—X -X 0 1 2—X
1 X 0 0
= (=1)"2det <_1X L0 OX) = —det (,1)()1() - det (:;1(_1)()
0 2—-X —-X 1

(b) Esist
Xa(X) = (X*+ 1) = (X = )X +1))" = (X =) (X +1)%
Also besitzt der Eigenwert i die algebraische Vielfachheit aVy(i) = 2.
Esist E4(i) = Kern(A — iE,). Wir rechnen.

1
Damit ist ((?)) eine Basis des Eigenraums E4(i) = Kern(A — iEy).
1

Also besitzt der Eigenwert i die geometrische Vielfachheit gV,(i) = dim(E4(i)) =1
(¢) Fir f(X) € C[X] ist
p(f(X) =if(X) = sp(f(X))=ipf(X) <= pyp- sf(X)=ipf(X).

Gilt also ¢(f(X)) = if(X) fiir ein Polynom f(X) € C[X]<s \ {0}, so ist pf(X) ein
Eigenvektor von A = gpp zum Eigenwert i.

1
Nach Teil (b) kénnen wir gf(X) = (?) wéhlen und erhalten
1
fX)=1-X40-1+i-X24+1-(X*+1) = X’ +iX?+ X +1
in C[X]s ~ {0} mit 9(f(X)) = i F(X).



Hausaufgabe 36 Gegeben sei A :=

0000 00
1000 00
1111 10

6x6
11118 o | €Q7
1111 10
1111 10

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x4(X) und die Eigenwerte von A.

(b) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert von A eine Basis seines Eigenraums, seine algebraische
Vielfachheit und seine geometrische Vielfachheit.

Lésung.

X
(a) Wir rechnen: xalX)

-X 0 0 0 0 0
1 -X 0 0 0 0
1 11-X 1 1 0
det | 1 1 1 1-x =2 o
1 1 1 1 1-X 0
11 1 1 -X
I-X 1 1 0
X 0 1 1-X -2 o0
det( 1 —X) det 1 1 1-X o0
11 1 -X

X4
XH(2-X)(1 -
XHX?-3X+9)

b

X4(X —

Also sind 0 und % die Eigenwerte von A.

(b) Nach Teil (a) besitzt der Eigenwert 0 die algebraische Vielfachheit aV(0) = 4.
Es ist E4(0) = Kern(A — 0 - Eg) = Kern(A). Wir rechnen.

000
100
111
111
111
111

e a= =]
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0 0

1 1
Damit ist ( o1, o1,

0 0

0 0

1000 00 1000 00

0111 10 0111 10 599000

0111 —290 0000 —20 000010
4 PUNY 4 A

0000 00 0000 00 0oo0os

0000 00 0000 00 0oo0es

0000 00 0000 00

) eine Basis von E4(0) = Kern(A).



Also besitzt der Eigenwert 0 die geometrische Vielfachheit gV,(0) = dim(E4(0)) = 3.
Nach Teil (a) besitzt der Eigenwert 3/2 die algebraische Vielfachheit aVy(2) = 2.
Es ist Ea(3) = Kern(4 — 2 - Eg). Wir rechnen.

-3 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 100 00 0

1-2 0 0 0 o0 01 0 0 0 O 010 00 0

101 -1 1 1 o9 00 -3 1 1 00 1-2-2 0

A—%~E6: 2 ~ 1 5 EVSN 000§§ 0
11 1-3 -3 o0 00 1 -53-3 0 2 1
1 3

111 1-1 0 oo 1 1-1 o0 000 3% o

3 _3

1 1 1 1 1_% 00 11 13 000 3 3 —3

10 00 O 0 10 0 0 0 O
0100 0 O 01000 0
00 10 0 -1 00 10 0 -1
Ay 1 A
0001 1 -3 00010 1%
00 o00-3 2 00 00 1-1
00 00 O 0 00 0 0O O O
0
i
Damit ist _1 eine Basis von E4(2) = Kern(A — 3 - Eg).
2 2 2
1
1

Also besitzt der Eigenwert 2 die geometrische Vielfachheit gV, (2) = dim(E4(2)) = 1.
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