Kiinzer, Nitsche, Ritter Sommersemester 2020

Mathematik 2 fiir inf, swt, msv

Losung 15

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 57 Gegeben ist die Folge

cos(&) -k +3
(ak)k>1 = ( ok .
k>1

(a) Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der Folge (aj)r>1 unter Verwendung konvergenter
Teilfolgen.

(b) Bestimmen Sie den Limes superior limsup,,_, . ax .
Lésung.

(a) Ausgehend von der Folge cos(%);=1 betrachten wir vier Teilfolgen.

(1) Sei k; :=4j fir j € Z;>;. Wir erhalten die Teilfolge

fcos()-45+3)  [1-45+3
(ak;)j=1 = Y ==
J 1 T iz

mit Grenzwert %

(2) Sei k; :=4j+ 1 fiir j € Z;>o. Wir erhalten die Teilfolge

(@) cos(WEUT) (45 +1) +3 (O~(4j+1)+3) ( 3 )
A, )j>0 = : . . ==
J 87 + 2 =0 87 +2 150 8)+2/5

mit Grenzwert 0.

(3) Sei k; :=4j + 2 fiir j € Z;j>o. Wir erhalten die Teilfolge

cos(WEDT) (45 4 2) + 3 —1-(4§+2)+3 4541
(ar,)j=0 = = =\ <=
§=0 j=0 j=0

85 +4 8j+4 8j + 4

mit Grenzwert —%.

(4) Sei kj := 45 + 3 fiir j € Z;>o. Wir erhalten die Teilfolge

(4j+3)y | . ) .
PR G E R R (= EX p
8] +6 =0 8 +6 =0 8)+6/,5

mit Grenzwert 0.




Jede Zahl in Z>, lasst sich eindeutig als 47, 45 + 1, 47 + 2 oder 45 + 3 fiir ein j € Z>g
schreiben. Also haben wir alle Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen gefunden. Somit
ist die Menge aller Hiufungspunkte der Folge (ax)r>1 gleich {—%, 0, %}

Alternativ hitten wir auch die beiden Teilfolgen mit Grenzwert 0 durch die Teilfolge
kj =25+ 1 fiir j € Z( ersetzen konnen.

(b) Der Limes superior ist definiert als der maximale Haufungspunkt der Folge (ay)g>1. Also
ist
I 1 0 1 1
imsupa, = max{ ——, 0, = p = —.
k;)oop k 977 9

Hausaufgabe 58

(e 9]

3
(a) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z(—l)k T
k=2
=~ 1
(b) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z STy
k=0
(c) Bestimmen Sie alle a € R so, dass die Reihe Z (a _2: ) konvergiert. Geben Sie in diesem

k=0
Fall den Wert der Reihe an, in Abhéngigkeit von a.

Lésung.
(a) Wir haben

Serd- (Srd) () (o) - (B 2

k=2 k=0 k=0

Die verbleibende Reihe konnen wir nun in eine konvergente geometrische Reihe umformen.

0 3 0 1\* 1 12
S =3 () =3 -
e 4 —~\ 4 1+1 5
Zusammen erhalten wir
> 3 12 9 3
G Y. e Al
Z( ) 4 5 4 20

k

[\

(b) Die Reihe kann wieder in eine konvergente geometrische Reihe umgeformt werden.

— 1 = 5 = 1 — 1 1 125
; 52k—1 kz:; 52k P (52)k ; o5k 1 — 2_15 24
(c) Wir setzen ¢, = “*. Damit ist > (“;“—kl)k = " ¢* eine geometrische Reihe. Diese ist

k=0 k=0
konvergent, falls |q,| < 1. Fiir |g,| > 1 konvergiert (¢%)s>0 nicht gegen 0 und damit ist die
Reihe divergent.
ol =1 Ja+1]=2<a€ {-3,1}



Also ist |g,| < 1 genau dann, wenn —3 < a < 1. In diesem Fall ist die Reihe konvergent.
Fiir a € R\ |—3, 1] divergiert die Reihe.

Wir bestimmen noch den Wert der Reihe fiir a €]—-3, 1].

i(a+1)k_ 122

2k -2l 2-1-a 1-a
k=0 2
Hausaufgabe 59

(a) Bestimmen Sie Z(k + 1)7Y2 — kY2 fiir n > 2. Berechnen Sie Z(k; + 1)V 2

k=2 k=2

6k —2(k 41 — 6k —2(k + 1

(b) Bestimmen Sie Z % fiir n > 0. Berechnen Sie Z %

k=0 k=0

Lésung.

(a) Wir bestimmen die Teilsumme fiir n > 2. Dabei benutzen wir, dass es sich um eine
Teleskopsumme handelt.

St wn () (e 2 ()

Da lim,,_, \/;7 = 0, konvergiert die Reihe. Wir erhalten

e

o0 n 1 1 1
(k+1)7?— k2= lim Y (k+1)"?—k"?=——+ lim =—-—.
> Jim 3 6+ A

Alternativ konnen wir auch (az)gs2 := (k7/2)>2 setzen. Wir erhalten wieder

n n

1
k1)1 g2 = 1 — Afp = Qppq — Ay = —
>+ > =t~ =

-

Damit ist auch
S 1
(k+1) 12 _ 712 = lim pi1 — Qg = ——=.
kz:; n—00 \/5
(b) Wir stellen die Teilsumme zu einer Teleskopsumme um.

"6k —2(k+1 "2k 2(k+1 - E+1 k
U S M (S () - ()

k=0 k=0

”6k-2(k+1)_2 nt1) o[ 0\ _ 2(n+1)
ZT_ C gt ) 30 ) T gntl
k=0
und wir erhalten

Damit ist

i6k—2(k+1) _ 2(n+1)

3kt = m = =0

k=0



Hausaufgabe 60 Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen konvergent ist. Welche der
Reihen ist absolut konvergent?

o0

b 2
(a) > (=1 7

k=1
)

(b) Z(_Dkzkktr?;

o

Lésung.

(a) Wir benutzen das Leibniz-Kriterium um die Konvergenz der Reihe nachzuweisen. Dieses
konnen wir anwenden, da alle drei Bedingungen des Kriteriums erfiillt sind.

Die Folge ((—1)’“\%) ist alternierend, d.h. die Folgenelemente haben abwechseln-
k>1
des Vorzeichen.

Bs gilt |(~1)* 2] < (D4 .

Es ist limg o0 |(_1)k\/lE’ = 0.

[e.e]

Damit ist die Reihe g::l(—l)k \% konvergent.

Die Reihe ist jedoch nicht absolut konvergent. Dazu miissen wir zeigen, dass die Reihe

kZl |(—1)k\%| = kzl \% nicht konvergiert.

Dabei kénnen wir dhnlich vorgehen, wie bei der harmonischen Reihe. Wir nutzen dazu
aus, dass VE <k firke L.

211
=2>1
k=20
221 221 221
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Setzen wir dies fort, erhalten wir fiir n € Z>; die folgende Abschéatzung.

-1 pL
Y —>) 1=n-1
= vk

=1

[y

ol



0 2n—1
Also ist Y 2 =lim, 500 Y. = > lim, 00 = +00.

Kennen wir bereits das Majorantenkriterium, konnen wir alternativ auch wie folgt argu-
mentieren. Wie oben nutzen wir, dass |1| < \% ist fiir k € Zs,.

o0
Angenommen " \% ist konvergent. Dann ist dies eine konvergente Majorante der har-

k=1
00

monischen Reihe ) % Folglich konvergiert die harmonische Reihe. Diese ist aber nicht
k=1
konvergent. Wir haben einen Widerspruch.
oo
Nach dem Majorantenkriterium kann also ) \% nicht konvergent sein.
k=1

Die Folge ((_1)192’2%)@0

die Folge nicht gegen Null, denn dann wére 0 der einzige Haufungspunkt.

besitzt die Haufungspunkte —% und % Insbesondere konvergiert

Damit kann die Reihe IZ:O(—l)"C 2’3{%35 nicht konvergent sein. Da jede absolut konvergente

Reihe auch konvergent ist, kann sie auch nicht absolut konvergent sein.
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