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Lösungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 73 Berechnen Sie das folgende Integral.∫ 3

2

8(x2 + 5)

(x2 − 2x+ 5)(x− 1)2
dx

Lösung. Wir faktorisieren (x2 − 2x+ 5)(x− 1)2 = (x− (1 + 2i))(x− (1− 2i))(x− 1)2.

Wir stellen fest, dass der Nenner kleineren Grad hat als der Zähler.

Zur Partialbruchzerlegung setzen wir

8(x2 + 5)

(x2 − 2x+ 5)(x− 1)2
!

=
A

x− (1 + 2i)
+

B

x− (1− 2i)
+

C

x− 1
+

D

(x− 1)2

an. Multiplikation mit (x− (1 + 2i))(x− (1− 2i))(x− 1)2 ergibt

8(x2 + 5)
!

= A(x− (1− 2i))(x− 1)2 +B(x− (1 + 2i))(x− 1)2

+C(x2 − 2x+ 5)(x− 1) +D(x2 − 2x+ 5)

= A(x3 + (−3 + 2i)x2 + (3− 4i)x+ (−1 + 2i))

+B(x3 + (−3− 2i)x2 + (3 + 4i)x+ (−1− 2i))

+C(x3 − 3x2 + 7x− 5) +D(x2 − 2x+ 5) .

Nach Sortierung der Potenzen von x erhalten wir

8x2 + 40
!

= x3(A+B + C)

+x2((−3 + 2i)A+ (−3− 2i)B − 3C +D)

+x((3− 4i)A+ (3 + 4i)B + 7C − 2D)

+((−1 + 2i)A+ (−1− 2i)B − 5C + 5D) .

Koeffizientenvergleich führt auf folgendes lineare Gleichungssystem.

A+B + C = 0 (Koeffizient bei x3)

(−3 + 2i)A+ (−3− 2i)B − 3C +D = 8 (Koeffizient bei x2)

(3− 4i)A+ (3 + 4i)B + 7C − 2D = 0 (Koeffizient bei x1)

((−1 + 2i)A+ (−1− 2i)B − 5C + 5D = 40 (Koeffizient bei x0)

Dieses lösen wir wie folgt.(
1 1 1 0 0

−3+2i −3−2i −3 1 8
3−4i 3+4i 7 −2 0
−1+2i −1−2i −5 5 40

)
 

(
1 1 1 0 0
2i −2i 0 1 8
−4i 4i 4 −2 0
2i −2i −4 5 40

)
 

(
1 1 1 0 0
2i −2i 0 1 8
0 0 4 0 16
0 0 −4 4 32

)
 

(
1 1 1 0 0
2i −2i 0 1 8
0 0 1 0 4
0 0 0 4 48

)
 

(
1 1 0 0 −4
2i −2i 0 0 −4
0 0 1 0 4
0 0 0 1 12

)
 

(
1 1 0 0 −4
0 −4i 0 0 −4+8i
0 0 1 0 4
0 0 0 1 12

)
 

(
1 0 0 0 −2+i
0 1 0 0 −2−i
0 0 1 0 4
0 0 0 1 12

)



Also ist A = −2 + i, B = −2− i, C = 4 und D = 12.

Damit erhalten wir∫ 3

2

8(x2+5)
(x2−2x+5)(x−1)2 dx =

∫ 3

2

−2+i
x−(1+2i)

+ −2−i
x−(1−2i) + 4

x−1 + 12
(x−1)2 dx

=

∫ 3

2

−2
(

1
x−(1+2i)

+ 1
x−(1−2i)

)
+
(

i
x−(1+2i)

− i
x−(1−2i)

)
+ 4

x−1 + 12
(x−1)2 dx

=

[
− 2 ln((x− 1)2 + 4)− 2 arctan

(
x−1
2

)
+ 4 ln(x− 1)− 12

x−1

]3
2

= (−2 ln(8)− 2 arctan(1) + 4 ln(2)− 6)−
(
−2 ln(5)− 2 arctan

(
1
2

)
− 12

)
= −6 ln(2)− 2 · π

4
+ 4 ln(2)− 6 + 2 ln(5) + 2 arctan

(
1
2

)
+ 12

= 6 + 2 ln(5) + 2 arctan
(
1
2

)
− 2 ln(2)− π

2
.



Hausaufgabe 74

(a) Berechnen Sie das Integral

∫ +∞

1

x2 + 2x+ 2

x3(x+ 1)
dx.

(b) Ist
d

dx

x2 + 2x+ 2

x3(x+ 1)
6 0 für x ∈ [1,+∞[ ?

(c) Konvergiert die Reihe
∞∑
k=1

k2 + 2k + 2

k3(k + 1)
?

Lösung.

(a) Zur Partialbruchzerlegung setzen wir

x2 + 2x+ 2

x3(x+ 1)
!

=
A

x
+
B

x2
+
C

x3
+

D

(x+ 1)

an. Multiplikation mit x3(x+ 1) ergibt

x2 + 2x+ 2
!

= A(x3 + x2) +B(x2 + x) + C(x+ 1) +Dx3

= x3(A+D) + x2(A+B) + x(B + C) + C .

Koeffizientenvergleich führt auf das lineare Gleichungssystem

A+D = 0 (Koeffizient bei x3)

A+B = 1 (Koeffizient bei x2)

B + C = 2 (Koeffizient bei x1)

C = 2 (Koeffizient bei x0)

mit Lösung A = 1, B = 0, C = 2 und D = −1.

Damit erhalten wir∫ +∞

1

x2 + 2x+ 2

x3(x+ 1)
dx =

∫ +∞

1

1

x
+

2

x3
− 1

(x+ 1)
dx

= lim
v→+∞

∫ v

1

1

x
+

2

x3
− 1

(x+ 1)
dx

= lim
v→+∞

[
ln(x)− 1

x2
− ln(x+ 1)

]v
1

= lim
v→+∞

[
ln

(
x

x+ 1

)
− 1

x2

]v
1

= lim
v→+∞

[
ln

(
1

1 + 1
x

)
− 1

x2

]v
1

= lim
v→+∞

(
ln

(
1

1 + 1
v

)
− 1

v2
− ln(1

2
) + 1

)
= 1 + ln(2) .



(b) Für x ∈ [1,+∞[ ist

d

dx

x2 + 2x+ 2

x3(x+ 1)
=

d

dx

(
1

x
+

2

x3
− 1

(x+ 1)

)
= − 1

x2
− 6

x4
+

1

(x+ 1)2

=
−x2(x+ 1)2 − 6(x+ 1)2 + x4

x4(x+ 1)2

=
−x4 − 2x3 − x2 − 6(x+ 1)2 + x4

x4(x+ 1)2

= −2x3 + x2 + 6(x+ 1)2

x4(x+ 1)2

6 0 .

(c) Wir wollen das Integralkriterium auf die Reihe
∑∞

k=1
k2+2k+2
k3(k+1)

anwenden.

Dazu müssen wir zeigen, dass
x21 + 2x1 + 2

x31(x1 + 1)
>

x22 + 2x2 + 2

x32(x2 + 1)
> 0 ist für 1 6 x1 6 x2 .

Es ist dort
x22 + 2x2 + 2

x32(x2 + 1)
> 0 . Nach (b) ist

d

dx

x2 + 2x+ 2

x3(x+ 1)
6 0 für x ∈ [1,+∞[ .

Damit gilt nach §4.6.6. die Ungleichung
x21 + 2x1 + 2

x31(x1 + 1)
>

x22 + 2x2 + 2

x32(x2 + 1)
für 1 6 x1 6 x2 .

Also können wir das Integralkriterium anwenden und folgenden Schluss ziehen:

Da
∫ +∞
1

x2+2x+2
x3(x+1)

dx konvergent ist, ist auch
∑∞

k=1
k2+2k+2
k3(k+1)

konvergent.

Es ist
∫ +∞
1

x2+2x+2
x3(x+1) dx = 1 + ln(2) ≈ 1,6931.

Es ist
∑∞

k=1
k2+2k+2
k3(k+1) ≈ 3,4041. Einen genauen Wert können wir nicht berechnen.



Hausaufgabe 75

(a) Sei t ∈ R ein Parameter. Berechnen Sie

∫ +∞

1

xe−tx
2

dx.

(b) Untersuchen Sie die Reihe
∞∑
k=1

ke−2k
2

auf Konvergenz.

(c) Untersuchen Sie das Integral

∫ +∞

1

cos(ln(x)) exp(−x) dx auf Konvergenz.

Lösung.

(a) Fall 1: t = 0. Es ist∫ +∞

1

xe−0·x
2

dx = lim
v→+∞

∫ v

1

x dx = lim
v→+∞

[
1
2
x2
]v
1

= +∞ .

Fall 2: t 6= 0. Es ist∫ +∞

1

xe−tx
2

dx = lim
v→+∞

∫ v

1

xe−tx
2

dx

= lim
v→+∞

∫ tv2

t

xe−u · 1

2tx
du

=
1

2t
lim

v→+∞

∫ tv2

t

e−u du

=
1

2t
lim

v→+∞

[
− e−u

]tv2
t

=
1

2t
lim

v→+∞
(e−t − e−tv

2

)

=
1

2t
(e−t − lim

v→+∞
e−tv

2

)

=


e−t − 0

2t
=

e−t

2t
falls t > 0

1

2t
(e−t − (+∞)) = +∞ falls t < 0 .

Insgesamt gilt also

∫ +∞

1

xe−tx
2

dx =


+∞ falls t 6 0

e−t

2t
falls t > 0 .

(b) Wir wollen das Integralkriterium auf die Reihe
∑∞

k=1 ke−2k
2

anwenden.

Dazu müssen wir zeigen, dass x1e
−2x2

1 > x2e
−2x2

2 > 0 ist für 1 6 x1 6 x2 .

Es ist dort x2e
−2x2

2 > 0.

Wir zeigen nun, dass für x > 1 die Ungleichung d
dx
xe−2x

2
6 0 gilt.



Für x > 1 ist in der Tat

d

dx
xe−2x

2

= e−2x
2

+ xe−2x
2 · (−4x) = (1− 4x2) · e−2x2

6 0 .

Also können wir das Integralkriterium anwenden und folgenden Schluss ziehen:

Da
∫ +∞
1

xe−2x
2

dx konvergent ist, ist auch
∑∞

k=1 ke−2k
2

konvergent.

Es ist
∫ +∞
1

xe−2x
2

dx = e−2

4 ≈ 0,0338.

Es ist
∑∞

k=1 ke
−2k2 ≈ 0,1360. Einen genauen Wert können wir nicht berechnen.

(c) Für x ∈ R>0 , also jedenfalls für x ∈ [1,+∞[ , ist |cos(ln(x)) exp(−x)| 6 exp(−x).

Außerdem ist∫ +∞

1

exp(−x) dx = lim
v→∞

∫ v

1

exp(−x) dx = lim
v→∞

[− exp(−x)]v1 = e−1.

Also ist
∫ +∞
1

cos(ln(x)) exp(−x) dx nach dem Majorantenkriterium konvergent.

Es ist
∫ +∞
1

cos(ln(x)) exp(−x) dx ≈ 0,2804. Einen genauen Wert können wir nicht berechnen.



Hausaufgabe 76 Gegeben sei die Funktion

f : R3 → R : (x, y, z) 7→ f(x, y, z) := exz sin(y) .

(a) Berechnen Sie den Gradienten ∇f (x, y, z) .

(b) Berechnen Sie die Hessematrix Hf (x, y, z) .

(c) Gegeben seien Funktionen g, h : R2 → R, für welche alle ersten und zweiten partiellen
Ableitungen existieren.

Verifizieren Sie: Für (x1, x2) ∈ R2 ist

∇g+h(x1, x2) = ∇g(x1, x2) +∇h(x1, x2)

und
Hg+h(x1, x2) = Hg(x1, x2) + Hh(x1, x2) .

Lösung.

(a) Es ist ∇f (x, y, z) =

(
fx(x,y,z)

fy(x,y,z)

fz(x,y,z)

)
=

(
exp(xz) sin(y)z

exp(xz) cos(y)

exp(xz) sin(y)x

)
.

(b) Es ist

Hf (x, y, z) =

(
fxx(x,y,z) fxy(x,y,z) fxz(x,y,z)

fyx(x,y,z) fyy(x,y,z) fyz(x,y,z)

fzx(x,y,z) fzy(x,y,z) fzz(x,y,z)

)
=

(
exp(xz) sin(y)z2 exp(xz) cos(y)z exp(xz) sin(y)(xz+1)
exp(xz) cos(y)z − exp(xz) sin(y) exp(xz) cos(y)x

exp(xz) sin(y)(xz+1) exp(xz) cos(y)x exp(xz) sin(y)x2

)
.

(c) Für i ∈ {1, 2} gilt
(g + h)xi

(x1, x2) = gxi
(x1, x2) + hxi

(x1, x2).

Also ist ∇g+h(x1, x2) = ∇g(x1, x2) +∇h(x1, x2) für (x1, x2) ∈ R2.

Für i, j ∈ {1, 2} gilt

(g + h)xixj
(x1, x2) = ((g + h)xi

)xj
(x1, x2)

= (gxi
+ hxi

)xj
(x1, x2)

= (gxi
)xj

(x1, x2) + (hxi
)xj

(x1, x2)

= gxixj
(x1, x2) + hxixj

(x1, x2) .

Also ist Hg+h(x1, x2) = Hg(x1, x2) + Hh(x1, x2) für (x1, x2) ∈ R2.
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