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Mathematik 2 fiir inf, swt, msv

Lo6sung 19

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 73 Berechnen Sie das folgende Integral.

3 8(z% + 5)
/2 @ 21 5) @ 12

Lisung. Wir faktorisieren (22 — 2z +5)(z —1)* = (x — (1 4+ 21))(z — (1 — 2i))(z — 1)
Wir stellen fest, dass der Nenner kleineren Grad hat als der Zéhler.
Zur Partialbruchzerlegung setzen wir

8(z? +5) N A B C D
(22 — 22+ 5)(x —1)2 x—(1+2i)+x—(1—21)+x—1+(1:—1)2

an. Multiplikation mit (z — (1 + 2i))(z — (1 — 2i))(z — 1)? ergibt

8(z2+5) = Alz—(1—20)(z—1)2+ Bz — (1 + 2i))(z — 1)?
+C(2* — 2z +5)(x — 1) + D(2* — 22 + 5)
=  A(@®+ (-3+2i)2* + (3 —4i)z + (—1+2i))
+B(z® + (=3 —2i)2? + (3 + 4i)z + (-1 — 2i))
(

+C(a® — 32? + Tz — 5) + D(z* — 22 + 5) .
Nach Sortierung der Potenzen von z erhalten wir

822+40 = a3(A+B+C)
2*((-3+2i)A+ (-3 —-2i)B—3C + D)
+2((3—4i)A + (34 4i)B +7C — 2D)
+((=1420)A+ (=1 —2i)B—5C +5D).

Koeffizientenvergleich fiithrt auf folgendes lineare Gleichungssystem.

A+B+C = 0 (Koeffizient bei z?)
(—=3+2i)A+(-3—-21)B—-3C+D 8  (Koeffizient bei z?)
( )
( )

(3—4i)A+ (3+4i)B+7C —2D = 0 (Koeffizient bei z*
(—1421)A+ (-1-21)B—5C+5D = 40 (Koeflizient bei 2°

Dieses l6sen wir wie folgt.
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Alsoist A=-2+4i,B=-2—i,C=4und D = 12.
Damit erhalten wir

3 3
8(2245) _ —24i —2-i 4 12
/2 e = /2 ) Tt Tt T ez 4

3
_ 1 1 i i 4 12
= /2 —2 (m—(1+2i) + x—(1—2i)> + (m—(1+2i) - z—(1—2i)> e el P dz

= l— 2In((z — 1)? + 4) — 2arctan(*2) + 4In(z — 1) — ir

= (—2In(8) — 2arctan(1) + 4In(2) — 6) — (—21In(5) — 2arctan(3) — 12)

= —61n(2) —2E+41n(2) —6+21In(5

~—

+ 2 arctan(%) + 12

= 6+2In(5) + 2arctan(s) — 2In(2) —

NN



Hausaufgabe 74

+oo .2 92 92
(a) Berechnen Sie das Integral / :r;g—i——:v—l— dz.
1 3z +1)
d 22+2x+2 .
k2 + 2k + 2
(c) Konvergiert die Reihe % ?

Lésung.

(a) Zur Partialbruchzerlegung setzen wir

»2?4+2x+2 A B C

Bx+1)  x ﬁ+x3

an. Multiplikation mit z3(x + 1) ergibt

D
(x+1)

224242 = A2+ 2?) + B(z* + 2) + C(z + 1) + D23
= *(A+D)+2*(A+B)+x2(B+C)+C.

Koeffizientenvergleich fiithrt auf das lineare Gleichungssystem

A+D = 0
A+B =1
B+C = 2

C 2

mit Losung A=1, B=0,C=2und D = —1.

Damit erhalten wir

(Koeffizient bei %)
(Koeffizient bei %)
(Koeffizient bei z)
( )

Koeffizient bei z:°

T 22 4 20 42 Tl 2 1
— o dr = -+ —= - dz
1 (x4 1) ooz (x41)
i Y1 2 1
= lim -+ = -
votoo 1 o 13 (x4 1)
= i -l ! 1
= v_l}r_{loo_n(ﬂf)—ﬁ—n(l‘—i—
= lim |In ’ 1
v—+00 r+1 x? 1
1 11"
= lim |ln o
v—+00 1+ = 2 L
1




(b) Fiir x € [1,+o00] ist

d 2 + 2z +2 d /1 2 1
dr 3z +1)  dz (54_5_ (:c—l—l))
1 6 1

P R P

—2%(r + 1) = 6(x + 1)* + 2*

xt(z +1)2
=t =22 — a2 —6(x+1)2 + 2t
B xt(z +1)?
28424 6(x+1)?
B zt(x +1)2
< 0.
(c) Wir wollen das Integralkriterium auf die Reihe ) -, k;;(L]fiJ{)Q anwenden.

2+ 27 + 2 T3+ 2w9 + 2
>
3z + 1) x%(xz +1)
2 2 d 2x + 2
1'2(.1'2 +1) dz x?’(x +1)
$1+2$1+2 .2334-23324—2
3 Z 3
zi(z1 + 1) z3(w2 + 1)
Also kénnen wir das Integralkriterium anwenden und folgenden Schluss ziehen:

Dazu miissen wir zeigen, dass >0 istfirl <z; <29.

Es ist dort <0 fir z € [1,400] .

Damit gilt nach §4.6.6. die Ungleichung firl <z <y

00 k242k42

+°° 2242242
Da k=1 K3(k+1)

z3(z+1)

dz konvergent ist, ist auch >

konvergent.

Bsist [, 272282 4z = 1 4 In(2) ~ 1,6931.

Esist Y oo, % ~ 3,4041. Einen genauen Wert kénnen wir nicht berechnen.



Hausaufgabe 75

+oo
(a) Seit € R ein Parameter. Berechnen Sie / ze " da.
1

(b) Untersuchen Sie die Reihe Z ke 2 auf Konvergenz.
k=1

+oo
(c) Untersuchen Sie das Integral / cos(In(x)) exp(—x) dz auf Konvergenz.
1

Lésung.

(a) Fall 1: t =0. Es ist

400 v v
ze %% dzr = lim rdzr = lim |i2?| = 4+
1 v—+00 1 v—+00 2 1
Fall 2: t # 0. Es ist
“+o0 ) v 5
/ xe ™ dr = lim xe " dx
1 v—>+00 1
) tv? 3 1
= lim ze . —du
v—=+oo J, 2tx
1 tv?
= — lim e “du
2t v=+oo J,
1 . —u tv?
= g tm =],
1
_ 2_t UEI_POO(e_t . e—tv2)
1
= —(e'— lim ™)
2t v—+00
-t _ 0 —1
¢ — = e2—t falls t > 0
— .
2—t(e — (+0)) = +oo fallst <0

+oo +oo falls t <0
Insgesamt gilt also / ze " dr = ot
1 2_t falls t > 0.

(b) Wir wollen das Integralkriterium auf die Reihe 37, ke™2** anwenden.
Dazu miissen wir zeigen, dass z1e 21 > z0e72%2 > 0 ist fiir 1 < 21 < 2.

Es ist dort zme2%3 > 0.

Wir zeigen nun, dass fiir z > 1 die Ungleichung %az:e_%2 < 0 gilt.



Fiir x > 1 ist in der Tat

d 2 2 2 2
d—xe_z373 = e tpe? . (—4x) = (1—42%) - <0.
T

Also kénnen wir das Integralkriterium anwenden und folgenden Schluss ziehen:

Da 1+°° ze~?** dx konvergent ist, ist auch 3°° | ke=2** konvergent.
Esist [, we 2" de = < ~0,0338
1 4 ’ .
Es istd po ke=2%" ~ 0,1360. Einen genauen Wert konnen wir nicht berechnen.
(¢) Fiir x € Ry, also jedenfalls fiir x € [1, +o0[, ist |cos(In(x)) exp(—x)| < exp(—z).
Auflerdem ist

00 v
| ep(-a)de = lim [ esp(-o)de = lim [~ exp(-a)ly = ¢
1

V—00 1 V—00

Also ist f;roo cos(In(z)) exp(—x) dx nach dem Majorantenkriterium konvergent.

Esist f1+oo cos(In(x)) exp(—x) do =~ 0,2804. Einen genauen Wert kénnen wir nicht berechnen.



Hausaufgabe 76 Gegeben sei die Funktion
R = R:(z,y,2) — f(z,y,2) = e sin(y) .
(a) Berechnen Sie den Gradienten Vi (z,y, 2) .

(b) Berechnen Sie die Hessematrix Hy(z,y, z) .

(c) Gegeben seien Funktionen g, h : R? — R, fiir welche alle ersten und zweiten partiellen
Ableitungen existieren.

Verifizieren Sie: Fiir (2, 79) € R? ist
Voin(T1,22) = Vy(w1,22) + Vi(21, 72)

und
Hg+h($1,£2) = Hg(flfl,xg) + Hh<l’1,(L’2> .

Lésung.
) Ja(2,y,2) exp(zz)sin(y)z
(a) Esist Vi(z,y,2) = (fy(rvy,2)> = (exp(zz«') cos(y) )
f=(zy,2) exp(zz) sin(y)z

(b) Esist

exp(zz) cos(y)z — exp(zz) sin(y exp(xz) cos(y)x
2

flﬂc(xvy)z) fmy(%yvz) fﬂcz(zvy’z)
Hf(x,y,Z) - fyz(w,%Z) fyy(z,y,z) fyz(:v,y,z)

< exp(z2) sin(y)z> exp(zz) cos(y)z  exp(zz) sin(y)(zz+1) )
fzz(xyyaz) fzy(xyyvz) fzz(oc,y,z)

exp(zz)sin(y)(zz+1) exp(zz)cos(y)z exp(zz) sin(y)x

(c) Fir i e {1,2} gilt
(g + h)e;(71,22) = ga, (21, T2) + Dy, (71, T2).
Also ist Vyyp(x1,22) = Vy(x1,29) + Vi(21, 22) fiir (21, 22) € R
Fiir i, € {1,2} gilt

(9 + h)$i$j (wlvfm) = ((9 + h)$i)$j (xth)

= (Go; + hay)a; (71, 72)
(9ai)z; (21, 22) + (ha,)a, (71, 22)
Gaiz; (T1, T2) 4 Moy, (21, T2) -

Also ist Hyip (21, 22) = Hy(x1,22) + Hp (21, 22) fiir (21, 22) € R2
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