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Klausur zur Mathematik 1/2

fiir Informatikstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Acht eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-6 sind nachvollziehbare Losungswege anzugeben. Die Bearbeitungen dieser

Aufgaben sind auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 7—11 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kiésten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 01.04.2022 im Campus-System

bekanntgegeben.

ViIiEL ErRFOLG!

Hinweise fiir Wiederholer:

Zu einer Wiederholungspriifung gehort unter bestimmten Umstédnden eine miindliche Nachpriifung,

es sei denn, die schriftliche Priifung ergibt die Note 4,0 oder besser.

Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erforderlich ist, miissen dafiir mit dem Priifer bis
zum 15.04.2022 einen Termin vereinbaren. Sie sind verpflichtet, sich rechtzeitig iiber das Ergebnis
der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten Zeitpunkt fiir die miindliche

Nachpriifung bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.
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Aufgabe 1 (5 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale.

In(21n(x))

d
@ [
o0 1
b d
(b) /1 24+ o
Lésung.
(a) Wir substituieren u = In(z). Dann ist 4% = 1. Nachfolgend integrieren wir partiell.
In(21
/de = /ln(2u) du
x
= /1 -1In(2u) du
= [u-In(2u)] — /u L 2du
B 2u
= [u-In(2u) — u]
= [In(z) - In(21n(x)) — In(z)]
= [(In(In(z)) + In(2) — 1) In(x)] .
(b) Partialbruchzerlegung: —'— = m =44 Lo fithrt auf 1 = Az 4+ A+ Bz, also auf A = 1
und B = —1.
Damit wird N N
< 1 <1 1
/ 3 dr = / - — dx
1 r+x 1 o x+1
= lim ER— dx
v—=+oo J1 T z+1
= lim [In(z) — In(z + 1)}¥
vV—+00
= lim [In(Z)]Y
= lim In(%) — In(1/2)

In(1) — In(1/2)
In(2) .
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Aufgabe 2 (7 Punkte) Gegeben ist die folgende Matrix.

0
0 c Q4><4
0
1

o o O
o O O O

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S € Q*** so, dass J := S~ A- S eine Jordansche Normal-

form von A ist. Geben Sie J an.

Lésung. Wir berechnen zuerst die Eigenwerte von A. Es ist

1—-X 1 0 0
—-X 0 0 1-X 1 — 0
xa(X) = det = det - det
0 0 —-X 0 0 —X —-X
—1 0 1 =X
=X3(X-1).

Somit hat A die Eigenwerte \; = 0 und \; = 1.

Dabei ist aV4(0) = 3 und aVy4(1) = 1.

Insbesondere ist auch gV, (1) =1, also E4(1) = Ha(1).
Zu N = 0. Es wird

1 1 00
0 00 1 0 -1 O
Ay = A = ”
0 00 0 1 1 0
-1 0 1 0
1 0
Somit hat E4(0) = Kern(A()) die Basis ((?) : (8) )-
0 1
Dann wird
1 1 00
1 0 -1 0 0O 0 0 1 100
A2 - - (110 0
0 1 1 0 00 00 0O 000
-1 0 1 0

1 0 0
Wir ergénzen die Basis von Kern(A)) zur Basis ((1) : (8) : (?)) von Kern(A?l)).
0 1 0

Da dim(H4(0)) = aV(0) = 3 ist, folgt HA(0) = Kern(A?,).

Wir bilden eine Basis von H4(0) aus Hauptvektorketten.

0 0
Dazu setzen wir Y21 ‘= (?) . Es wird A(l)yQ,l - (8) .
0 1



1
Also konnen wir y; 1 := (}) setzen. Wir erhalten die Hauptvektorketten
0

<(3) , (2)> nd <(—1)>

zum Eigenwert A\; = 0, die zusammen eine Basis von H,4(0) bilden.

Zu Ny = 1. Es wird

0O 1 0 O
0O -1 0 O L0o
0O 0 -1 0

0 0 1
—1 0 1 -1

eine Hauptvektorkette. Diese ist auch eine Basis von H4(1).

Zusammensetzen zur Matrixz S. Mit

0 O 1 -1
0 -1
S:
0 0
1 0 0 1
ist
0O 1 0O
0O 0 0O
J=814.8 =

0O 0 0O
0O 0 01

in Jordanform.

o O =
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Aufgabe 3 (4 Punkte) Sei f:R.g > R:z+— f(z):=z""
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom Ts(f, x,2).
(b) Bestimmen Sie das Restglied Rao(f, z,2,9), wobei 0 € [0, 1].

(c) Bestimmen Sie ein C' € Ry mit |f(z) — Ta(f, z,2)| < C - |z — 2]? fiir z € [1, 3].

Lésung.
(a) Esist
fl@) = a7}
fila) =~
1" (x) 2273
f”/(l') 6$_4
Damit wird
1@ = 3
@) = -
f”(Q) zlL
Also ist
To(f,z,2) = %— %(x—?) + = (x —2)%.

(b) Fiir ¥ € [0, 1] wird

Ro(f,2,2,0) = IEHED)(G _ 9)8

—6(2+0(x—2)) 4
_ (Jrg3 ) (x—2)3

— @+ —2) (-2
¢) Fiir ein 9 € [0, 1] und z € |1, 3] ergibt sich dank Satz von Taylor
(c) : ,3] erg y

f(%) = Tg(f,l‘, 2) + R2<f7x7 2a19)

und also
|f<l’)—T2(f,a?,2)| = |R2<f,1‘,2,19)|
= 2+9(x—-2)* |z -2
< 1 ‘.Z' - 2’3 )
letzteres, da |[J(x — 2)| < |r — 2] < 1 und also 2 4+ J(x — 2) > 1.

Wir konnen also C' := 1 wahlen.
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Aufgabe 4 (3 Punkte)

I o «
SeiA=| o« 1 « | €F.

x o 1

(a) Bestimmen Sie A~

(b) Uberpriifen Sie zur Probe das Ergebnis aus (a) mittels einer geeigneten Matrixmultiplikation.
Ldosung.
(a) Wir rechnen wie folgt, unter Beachtung von «® = 1 + «.
loaaxl100 loaax100 101|x 0 101
alal010 ~ O 1jaxl10 ~S 01l ajaxO1 ~ 01«
ax1j001 01 oxa01 00|l 1a 001

Folglich ist A~! = (

1 o? «?
a? 1 «?
a? a1

x 0 o 100
o 01 ~> 010
a? a2 1 001

o 1o 100
(b) Wir rechnen zur Probe A~ - A = ( oc2) : <cxloc> - (010) =E;.
o 1 aal 001

Alternativ kann man auch A - A~! = E3 nachrechnen.
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Aufgabe 5 (4 Punkte)

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung

2 1
v=(3) +3
auf R, 1 zur Anfangsbedingung y(1) =0.
Lésung. Es handelt sich um eine Ahnlichkeits-Differentialgleichung.
Wir substituieren daher u(z) = %2 also y(z) = u(z) - 2. Es ist ¢/ (z) = v/(x) - 2 + u(z).

T

Unsere Differentialgleichung wird zu

also zu

Diese ist separierbar:

Zu erfiillen wird

1 ! 1
/—uz—ujtlduz/—u?—uu—l—ldx;/;dx'
4 4

Einerseits ist, unter Beriicksichtigung von x € R+,

/ é dz = [In(z)].

Andererseits ist u* —u + § = (u — 3)? und damit

1 1 1
—du:/—du:{— }
/uQ—u—i-%L (u—3)? u—1

Fiir ein ¢ € R sollte also

1
In(z)4+c¢ = — :
=3
sein. Auflésen nach u gibt
1 1
CIn(z)+c YT
also
1 1
- = Uu
2 In(x)+c ’
also
x x
= ur = — —
Y 2 In(z)+c¢
Einsetzen der Anfangsbedingung gibt
! 1
0 = y(]') =35 ) 3



woraus ¢ = 2 folgt.

Damit ist die Losung der Differentialgleichung ¢’ = (%)2 —1—}1 auf Ry 1 zur Anfangsbedingung y(1) = 0
gegeben durch

() .

g T = — —

v=v 2 In(z) + 2

Probe. Zum einen ist
, 1 1L-(n@+2)-z-3 1 1 N 1
Y73 (In(z) + 2)? 2 In(z)+2  (In(x)+2)2°

Zum anderen ist

N2 1 1 1 11 1 1 1
<E>+Z: 2 W) t2) "1 71" + T

Das ist dasselbe.

Weiterhin gilt y(1) = 5 — m —0.
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Aufgabe 6 (5 Punkte)

Ein zylinderférmiges Geféafl mit Grundfliche, aber ohne Deckel soll hergestellt werden.
Die Grundfliche sei eine Kreisfliche von Radius z. Die Héhe des Gefifles sei y.

Hierbei seien z, y € Ry . Die Lingeneinheit ist Meter.

Der Inhalt f(z,y) := w2 + 2rzy = m(2? 4+ 2zy) der GefidBoberfliche

soll moglichst klein werden.

Das Volumen des Gefifles sei zu mzy = 7 vorgegeben.

Also ist mit g(x,y) := mx?y — 7 = w(2%y — 1) die Bedingung g(z,y) = 0 zu erfiillen.

(a) Bestimmen Sie die Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.

(b) Ist die Flachstelle aus (a) eine lokale Minimalstelle von f unter Nebenbedingung g = 07
Lésung.

(a) Wir bestimmen den Gradienten und die Hessematrix von f, wobei f(x,y) = m(2? + 2zy).

2z + 2y 2 2
Vilx,y)=m ) He(z,y) =
7(@,y) ( 0 ) (@) (2 0)

Wir bestimmen den Gradienten und die Hessematrix von g, wobei g(z,y) = 7(z%y — 2).

2xy 2y 2x
Volmy)=m{ |, Hy(z,y) =
T 2z 0

Dies fiihrt nach Kiirzen des Faktors 7 auf das folgende Gleichungssystem.
20 + 2y = A - 2zy
2r = A -2
?y—1 = 0
Aus der zweiten Gleichung folgt \; = — . Einsetzen in die erste Gleichung gibt
x
20+ 2y = 4y.
Es folgt
r=1y.
Aus der dritten Gleichung ergibt sich nun

Es folgt
r =1 und y =1 und A= 2.

Insgesamt ist damit (1, 1) die einzige Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.



H = H(1,1) - MH,(11) ( O)( 3) _ ( 3).

Damit wird

UHU =~ ( 1 —2)(2 3)(_12) — (1 —2)<_22>=(67r),

was positiv definit ist. Damit ist (1,1) eine lokale Minimalstelle von f unter Nebenbedingung

2 1
(b) Wegen V,(1,1) =7 ( ) ) konnen wir U := < > wahlen. Weiter ist

g = 0.
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Matrikel-

Nummer:

Name,

Vorname:

Aufgabe 7 (2 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Menge

{08y 00(1,2)=(2,3)} = (3

(b) Bestimmen Sie die Menge

{o€Ssio=0"No#id} = ((a1). (330) . (G3o)y

Aufgabe 8 (3 Punkte)

1 2
Gegeben ist das Differentialgleichungssystem ¢’ = ( 0 1:]0 ) Y.

(a) Schreiben Sie das in Vektorform gegebene Differentialgleichungssystem als ein System von

einzelnen Differentialgleichungen fiir die unbekannten Funktionen y;(x) und ys(x).

(b) Bestimmen Sie die Losung dieses Differentialgleichungssystems auf R zur

0
Anfangsbedingung y(0) = ( ) >
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Aufgabe 9 (2 Punkte)

Skizzieren Sie die Menge { e’ :

t € [0,7] } in der GauBschen Zahlenebene.

Einzuzeichnende Menge in griin.

Aufgabe 10 (2 Punkte) Bestimmen Sie die folgende Menge.

{x €Z/8Z : 2> =1} =

{17 37 _17 _3}

Aufgabe 11 (3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Menge

a 1
{<b>ER2X1 : \%(1

1

1
(b) Seien v := (0) und w =

Berechnen Sie:

(v+w)' (vxw)+viv = 2

Z) ist orthogonal } =

(). (0

)i

0
(1) in R3*1,
1

Berechnen Sie den Cosinus des von v und w eingeschlossenen Winkels «.

cos(a) = %




