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Losung 13

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 49 Bestimmen Sie die Funktion y : R — R, z — y(z) mit

r_ 2z —i—l’3
y - ]_+l'2y

und mit y(0) = 4.

Lésung. Diese Differentialgleichung ist linear, denn sie ist der Form 3/(z) = a(x)y(z) + b(z)
mit a(z) = 1i§;2 und b(x) = 3. Als Anfangswertbedingung sei mit zo = 0 noch yo = y(0) = 4
erfiillt.

Um die Gleichung zu l6sen, setzen wir also

Alx) = /x a(t)dt = /x 2 g = [In(1+#*)]¢ = In(1 + 2*) — In(1) = In(1 + 2?)

0 o L+t
und N N N .
F(z) = / b(t)e @ dt = / tPe~ 0+ gt = / £ ~dt .
te) 0 0 1 +t
Wir substituiren u = 1 + 2. Mit «/ = 2t erhalten wir
vy 1 [ 2 1y —1 T R |

Flz) = / = —/ -2tdt:—/ Y = —/ 1— — du

o 122 2), 1+ 2/, u 2/, u

1 1422 1 2 2 1 2 2

= E[u—ln(u)]l = E(l—l—m —In(1+42*) — 1+ In(1)) = é(x —In(1 4 2%)) .

Also ist

(&) = O (F(@) + o) = (a2 = (1 +02)) +4) = 51+ 2)(a? — (1 +37) + 8)
die gesuchte Funktion.
Hausaufgabe 50
(a) Bestimmen Sie die Funktion y : R — R, x +— y(z) mit
y' =4y + Ty =0
und y(0) = 2 und y'(0) = 6.



(b) Bestimmen Sie eine Funktion y : R — R, z — y(z) mit
Y — 4y + Ty =2 .
Lésung.
(a) Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
y' +2ay +by = 0
mit a = —2und b=7. Esist also 4 =a®> <b=7.
Mit w := Vb — a2 = v/3 und r,s € R ist jede Losung der Form

y(z) = e~ (rsin(wz) + scos(wz)) = e2*(rsin(v3z) + s cos(v/3z))

Nun sind 7 und s so zu bestimmen, dass die Anfangswertbedingungen y(0) = 2 und
y'(0) = 6 erfiillt sind.

Es ist ¢/(x) = 2e**(rsin(v/3x) + s cos(v/37)) + e2*(rv/3 cos(v/3x) — sv/3sin(v/32)).

Es ergibt sich das lineare Gleichungssystem

= e2(rsin(v/3 - 0) + scos(v/3 - 0)) = s
= 2e20(rsin(v/3 - 0) + scos(v/3 - 0)) + e20(rv/3cos(v3 - 0) — sv/3sin(v/3-0)) = 2s+3r.

Als Losung ergibt sich s = 2 und r = \/?:5 = Q\f

Somit folgt

y(z) = (ﬁ—sm(\/_x) + 2cos(V/3z)) .

(b) Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
y'+2ay +by = c(z)

mit a = —2, b= 7 und c(x) = 2e™.
In (a) haben wir die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
y' — 4y + 7y =0 als

y(z) = e (rsin(wz) + s cos(wz)) = 2 (rsin(v/3z) + s cos(vV3x))

mit r, s € R bestimmt.

Um alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, geniigt es, eine Lésung
g(x) zu finden und dann die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung zu addieren.



Es ist c(x) = 2¢™ von der Form pe* mit g =2 und A = 7.
Da A2 + 2a)\ +b =49 — 28 + 7 = 28 # 0 ist, machen wir den Ansatz

§(r) = ve = ve™
mit v € C.
Wir bestimmen v, indem wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung y” —4y'+7y = 2™
einsetzen.
Es ist ¢/(x) = Tve™ und §”(z) = 49ve™.
Es ist

27" = i — 4 + T = 49ve™ — 4. Tve™ + 7. ve™ = 28ve™
genau dann, wenn 2 = 28v ist, d.h. genau dann, wenn v = ﬁ ist.

Somit sind alle Lésungen der inhomogenen Differentialgleichung y” — 4y’ + 7y = 2¢™ von

der Form 1
y(x) = 622(7’ sin(\/éx) + SCOS(\/ga;)) + ﬁem

mit 7, s € R.

Da nur eine Losung gefragt war, geniigt es, als Antwort z.B. y(z) = ﬁeh anzugeben.

Hausaufgabe 51 Bestimmen Sie alle Funktionen y : R — R, 2 — y(z) mit

y" — 25y = 3sin(2z) .

Losung. Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
y" + 2ay’ + by = ¢(x)

mit a =0, b = —25 und ¢(z) = 3sin(2z).

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung u(x) der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung u” — 25u = 0.

Es ist 0 = a®> > b = —25. Somit ist mit v = v/a? —b = 5 und r, s € R jede Losung von der
Form
u(z) = e (re’ + se” ") = re’® + se " .

Um alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, geniigt es, eine Losung g(z)
zu finden und dann die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung zu
addieren.

Es ist 5 31

2 (2T g2y = __1(e2ix _ e2in),

c(x) = 3sin(2z) = 51 5



Setze c¢1(z) := —3le%® und cp(x) := e %*. Dann ist c(z) = ¢1(z) + c2(2).
Wir bestimmen zunéchst g, mit ¢ — 259, = ¢1(x).

Es ist ¢;(z) von der Form p;eM® mit pu; = —% und \; = 2i.

Da A2 + 2a\; + b= —4 — 25 = —29 # 0 ist, machen wir den Ansatz

:lh(l') — Vle)\laz — V1e21z
mit v € C.

Wir bestimmen v, indem wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung g5 — 257, = c¢1(x)
einsetzen.

Es ist g1 (z) = 2iv1e*'? und ¢} (z) = —4v,e*®.
Es ist 3i
1 .. . . .
—362‘“ - 7 — 2501 = —4ve?* — 25pe* = —29p, e
genau dann, wenn 2 = 29v; ist, d.h. wenn vy = 2L ist. Somit ist §;(z) = 2Le?”.

Wir bestimmen nun g, mit g5 — 259, = co(z).

Es ist cs(z) von der Form fipe*2® mit pp = 2 und Ay = —2i.

Da A? + 2a\; + b= —4 — 25 = —29 # 0 ist, machen wir den Ansatz
() = 19e™2" = e 27

mit vy € C.

Wir bestimmen vy, indem wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung g5 — 25y, = co(x)
einsetzen.

Es ist g5(x) = —2iree 47 und ¢4 (z) = —4vpe™ 217,
Es ist 3
1 _ . .
56—211 ; @;/ _ 25:&2 — _41/26—21:1: _ 251/26_2130 — _29V26—21z
genau dann, wenn 3 = —29u, ist, d.h. wenn v, = — 2L ist. Somit ist ga(z) = —2le %7,

Wir kénnen nun die Losung g(x) := ¢1(x) + yo(z) der inhomogenen Differentialgleichung
y'+2ay +by = c(z) = a(z)+e(z)
verwenden.

Somit sind alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung 3" — 25y = 3sin(2x) von der
Form
y(x) = u(z)+ g(x)
u(@) + 1(x) + ga(2)
,r,e5z + 86—590 + %e%x o %e—Qix

5 -5z _ 3 1 (. 2ix _ ,—2ix
re’® 4 se 5997 (© e ")

re® 4 se7 — 2 sin(2z)



mit r,s € R.

Hausaufgabe 52 Bestimmen Sie die Funktion y : R — R, x +— y(z) mit
Yy +6y +9y=x+1

und y(In(3)) = 21In(3) und y'(In(3)) = —3 In(3).

Losung. Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
Yy’ +2ay" + by = c()

mit a =3, b=9 und ¢(z) =z + 1.

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung u(x) der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung u” 4 6u’ + 9u = 0.

Es ist a®> = 9 = b. Somit ist mit r, s € R jede Lésung von der Form
u(z) = e (r + sz) .

Um alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, geniigt es, eine Losung y(x)
zu finden und dann die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung zu
addieren.

Es ist ¢(z) = 4+ 1 ein Polynom von Grad 1. Daher machen wir den Ansatz
g(x) = 1z + ¢

mit ¢y, co € R.

Wir bestimmen ¢; und ¢y, indem wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung 9" + 6g' + 9y =
x + 1 einsetzen.

Esist ¢ = ¢; und 9" = 0.

Nun soll z + 1 = 7"+ 67 + 99 = 6¢1 + 9(c1z + ¢p) sein.

Koeflizientenvergleich ergibt die Gleichungen 1 = 9¢; und 1 = 6¢1 + 9c¢y.
1-6¢; _ 1

9 27
Das heif3t, jede Losung von y” + 6y’ + 9y = x + 1 ist von der Form

Nun folgt ¢; = % und ¢y =

1 1
y(x) = u(z) + g(z) = e (r + s2) + ~2 + —
9 27

mit r,s € R.

Nun sind r und s so zu bestimmen, dass die Anfangswertbedingungen y(In(3)) = 2 In(3) und

y'(In(3)) = —% In(3) erfiillt sind.



Es ist ¢/ () = e (=3r — 3sx + s) + 3.

Es ergibt sich das lineare Gleichungssystem

IO 4 aha(3) + §nE) 4 = 4 sn®) 4 @) -4 (@
e 3@ (—3r —3sIn(3) +5) + § = =(—3r —3sIn(3) + s) + 3 (1)

!
|

Multiplizieren von Gleichung (I) mit 27 liefert 6 In(3) Sr4s In(3) +31In(3) + 1 und daher
r=3m@3)—sh@) -1 ()

Multiplizieren von Gleichung (II) mit 27 liefert
—9In(3) = (=3r —3sn(3) +s)+3  (I).
Einsetzen von (I') in (IT') liefert

!

—9In(3) = (-3(3In(3) —sIn(3) — 1) = 3sIn(3) + s) +3 = —9In(3) + 6 + s

und daher s = —6.
Aus (I') ergibt sich r = 3In(3) +61n(3) — 1 =91In(3) — 1.
Somit ist

1 1
y(r) = e **(9In(3) — 1 — 6x) + i + 77

die gesuchte Funktion.
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