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Klausur zur Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Version fiir Wirtschaftsinformatik (Priiffungsnummer 1000510000)

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 180 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Kintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-7 sind vollstéandige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser Auf-

gaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 8-13 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kisten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht berticksichtigt.
e Es sind insgesamt 60 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 25.04.2022 im Campus-System

bekanntgegeben.

VIEL ERFOLG!

Hinweise fiir Wiederholer:

Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt, wird darauf hingewiesen, dass zu dieser Wie-
derholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei denn,

die schriftliche Priifung ergibt die Note 4,0 oder besser.

Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erforderlich ist, miissen dafiir mit dem Priifer bis
zum 09.05.2022 einen Termin vereinbaren. Sie sind verpflichtet, sich rechtzeitig iiber das Ergebnis
der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten Zeitpunkt fiir die miindliche

Nachpriifung bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.
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Aufgabe 1 (142 Punkte) Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

P+t —x—1

(a) lim

r—1 1}2 —1
_ m(z3 —2)
(b)lim (m)

Lésung.

(a) Mit der Regel von I'Hospital ergibt sich

24+t —r—1rg .. 32242 —-1 4
im ——— = =

lim 5 =1 —=2.
rx—1 €Tré — 1 r—1 2$ 2
3 2 . 1 -1 1 2
Alternative Losung: Es ist lim L = lim (x=D@+1) =limz+1=2
r—1 x2 —1 r—1 ({ﬂ — 1)(1’ -+ 1) r—1

(b) Da die Funktion R — R : x +— cos(z) stetig ist, ergibt sich

Y (2% —2) v (2% —2)
1m cos\ ——5———— = COS m ——-—7-
z—+00 4a3 4+ 2 z—+oo 43 + 2

1- 2
_ ; ) a3 ) _ Ty V2
COS(;EETOOW 4+%) cos(§) = %5 .
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Aufgabe 2 (244 Punkte)

(a) Berechnen Sie das Integral

89

/ x cos(z?) dx .
0

/1 2 In(2®) dz .

(b) Berechnen Sie das Integral

Lésung.

(a) Wir substituieren u(x) := x2. Mit u/(x) = 2z erhalten wir

N VT
[% xcos(a?)dz = [;7 “12 cos(u(z)) dw

(b) Es ist In(2?) = In(e™®?) = In(z) - 2 = 2 - In(z).

Damit ergibt sich

/12 In(z") de — /123; In(z) dz

2 2 2,2
T ¢ 1
= = I
B n(:c)_1 /1 5 2 T
r.,.2 2 2
1
= x—ln(m) ——/xdx
| 2 24
[ 22 1 [22]?
= | I
7m0 5[5,
2
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Aufgabe 3 (2+1+1 Punkte) Sei f:R*> - R: (z,y) — f(z,y) := —52® + 22 + day — y* — 5.

(a)
(b)
(c)

Bestimmen Sie V¢(z,y) und Hy(z, y).
Berechnen Sie die Flachstelle P von f.

Ist P eine lokale Minimalstelle, eine lokale Maximalstelle oder eine Sattelstelle von f?

Lésung.

(a)

Es ist
Vilw,y) = (70
und
Hy(z,y) = <_410 _42> :
Eine Stelle (z,y) € R? ist eine Flachstelle von f, falls V(x,y) = 0 gilt.
Wir miissen also das Gleichungssystem
—10z+2+4y =
doe — 2y =
16sen:
Aus der 2. Gleichung folgt, dass y = 2z ist.
Damit folgt aus der 1. Gleichung, dass —10x 4+ 2 + 8x = 0 ist, d.h. z = 1.
Somit ist P := (1,2) die einzige Flachstelle von f.
Um zu iiberpriifen, ob bei P eine lokale Minimalstelle, Maximalstelle oder Sattelstelle vorliegt,
miissen wir die positive oder negative Definitheit von H;(P) iiberpriifen.

Es ist Hf(1,2) = (jo j‘2>. Die Hauptminoren dieser Matrix sind M; (H(P)) = —10 < 0 und
My (Hf(P)) = det(H;(P)) = 4 > 0. Somit ist sie negativ definit. Also ist (1,2) eine lokale

Maximalstelle von f.
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Aufgabe 4 (4414144 Punkte) Seien folgende Funktionen gegeben.

f : R3—>R:(l‘7y,2)l—>f(l’,y72) = }l(y4—x4)—x2y—yz
g=¢g1 : RR=R: (z,y,2) = g(x,y,2) = 7w(z*>—1)— 2sin(nzy)

(a) Bestimmen Sie Vj(z,y, 2) und V,(z,y, z). Bestimmen Sie H¢(z, y, ) und H,(z,y, 2).

(b) Stellen Sie das Gleichungssystem auf, mit welchem die Flachstellen von f unter der Nebenbe-

dingung g = 0 ermittelt werden kénnen.

(c) Sei P:= (1,—1,—1) € R3. Uberpriifen Sie, dass P eine Flachstelle von f unter der Nebenbe-
dingung g = 0 ist.

(d) Ist P eine lokale Maximalstelle, eine lokale Minimalstelle oder eine Sattelstelle von f unter der

Nebenbedingung g = 07

Lésung.
—z3 2y —2my cos(mzy)
(a) Es ist Vf(l’,y, Z) = | y3-2%2—2 und Vg(:p, Y, Z) = | —2wzcos(rzy) |.
—y 27z
Es ist
—322—-2y —2z 0
i~ (55
0 -1 0
und
272y? sin(mwxy) —27 cos(mry)+2n2xy sin(mwry) 0
Hg (;E’ Y, Z) = [ —27cos(ray)+2n22y sin(nzy) 27222 sin(rxy) 0
0 0 2m

(b) Wir stellen das Gleichungssystem auf, mit welchem Flachstellen unter der Nebenbedingung
g = 0 ermittelt werden konnen. Fiir ein p € R soll Vy(z,y, z) = p- V,(z,y, 2) und g(z,y,2) =0
gelten.

Dies liefert das folgende Gleichungssystem.

—x3 —2xy = p-(—2mwycos(rzy))
y -2 — 2 p - (=27 cos(rzy))
—y = p-(27m2)
(2?2 — 1) — 2sin(rxy) = 0
(c) Einsetzen des Punktes P = (1,—1,—1) € R? liefert
1 = p-(=2m)
p-(—2m)
0 = 0.

Dies wird durch p = —% gelost.
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Da N(P) = V,(P) = < 2:) nur aus einer Spalte ungleich null besteht, ist das Spaltentupel
2

von N(P) linear unabhingig.

Somit ist P eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung ¢ = 0 mit Lagrangemultiplikator

_ _ 1
T—p——g

Wir untersuchen, ob P eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

1.2 0 0270 “1-1 0
Esist H=H;(P)—p-H,(P) = <—2 3—1) +% (27r 0 o) = (—1 3—1) .

0-1 0 0 0 2r 0-1 1
Wir bestimmen eine Matrix U, deren Spaltentupel eine Basis von {u € R**! : N(P)'u = 0}

ist.

Eine Basis des Losungsraum des homogenen Gleichungssystems N (P)'u = 0 ist gegeben durch

1 -1
((1) : ( 0 )) Folglich ist
0 1

Wir erhalten

—-1-1 0 1-1
oo = () () ()

Die Hauptminoren dieser Matrix A sind M;(A) = 0 und
Mz(A) = det(A) = —1.

Mithin ist A weder positiv noch negativ definit, hat aber Determinante ungleich null.

Folglich ist P = (1,—1, —1) eine Sattelstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
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Aufgabe 5 (443 Punkte)

(a) Bestimmen Sie A, B,C € C mit
2x + 2 A B C
_.I_

m r T+l x—1
fiir x € Ryg.
(b) Berechnen Sie auf R das Integral
2 2
/ x(;—t_l) dx .
Losung.

(a) Die angegebene Gleichung wird nach Multiplikation mit z(z? + 1) zu

27 +2 = A(x* + 1) + Bo(z — i) + Ca(z + i)

20 +2=(A+B+C)2* +i(C — B)x + A

A
Koeffizientenvergleich liefert fiir den Vektor (g) € C**! das lineare Gleichungssystem

1 0 0 A 2
0 —i 1 B =12
1 1 1 C 0
Dieses bringen wir auf Zeilenstufenform.
1 0 02 1 0 0] 2 1 0 0 2
0 —1 i ~ 10 -1 1] 2 | ~]10 —1 i
1 1 110 0 1 1]-2 0 0 2]-2-2i
1 0 0 2 1 00 2
~ 10 1 -1 2i ~ 101 0|—-1+1
00 1 |-1-1 00 1|-1-1i

Damit ist A=2, B=—-14+iund C =—-1-—1.

Wir erhalten
2x + 2 2 141 —-1-1
+

(2 +1) = w+i r—i
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(b) Unter Verwendung der Partialbruchzerlegung aus (a) ergibt sich
2 2 2 —14+i —1-i
/de:/—+ +,1+ ,ldiL‘
zr(x? +1) r  r+i x—1i
2 —1+i —-1-i
:/—dx+/ Tl
T T +1 T —1

2 1 1 ]
:/—dx—/ -+ .dl‘—/ 1.
x x —1 x+1 T —1

= [2In(z) — In(2® + 1) + 2 arctan(z)] .
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Aufgabe 6 ((1+1)42 Punkte)

(a) Sei ein Sparvertrag geplant mit Startkapital Ky = 500€. Es soll nachschiissig jéhrlich eine Rate
von R = 30€ eingezahlt werden. Der Zinssatz betrage p = 1%.
(1) Berechnen Sie das Guthaben nach einem Jahr.

(2) Wie lange dauert es, bis ein Kapital von 4000€ erreicht ist?

(b) Es soll ein Betrag K auf einem Konto mit einem Zinssatz von 25% angelegt werden, also zu

einem Zinsfaktor von ¢ = %.
Jeweils zum Jahresende soll eine Auszahlung von 100€ getétigt werden.

Wie hoch muss K| sein, damit nach 2 Jahren das Kapital aufgebraucht ist, also Ky = 0 ist?

Lésung.

q"—1
qg—1

(a) (1) Bei nachschiissiger Zahlung ist K, = ¢" - Ko + - R.
Es ist Ky = 1,01 -500 + 30 = 535.
Das Guthaben nach einem Jahr betrédgt also 535€.
K, + %)
Ko+ )
Mit K,, = 4000, Ky = 500, ¢ = 1,01 und R = 30 ergibt sich

4000 + 2% 7000
n = 10g1,01 <— = 10g1,01 (m) = 10g1,01(2) .

500+0%

(2) Bei nachschiissiger Zahlung ist n = log, (

: . : o q" —1
0 — n .
(b) Bei nachschiissiger Zahlung gilt Ky = ¢ (K T R)
q J—

Firn =2, Ky =0, R=—100 und ¢ = Z ist somit

Ko = (3)7 (0—%-(—100))

5
4
9
- (o
1
_ 10990
= 144 .

Es wird somit ein Startkapital von 144€ benétigt.
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Aufgabe 7 (344 Punkte) Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen.

(a)

(b)

Bestimmen Sie die Funktion y : R - R, 2 — y(z) mit
y = cos(z) -y und y(—) = 1.
Bestimmen Sie alle Funktionen y : R — R, z +— y(z) mit

y'—2y +y=x+3.

Lésung.

(a)

Es handelt sich um eine separierbare Differentialgleichung von der Form ¢/(z) = f(z) - g(y(z))
mit f(x) = cos(x) und g(y) = y.

Aus der Anfangswertbedingung entnehmen wir zo = 5¢ und yo = 1.

Wir setzen F(x) := [ f(t)dt = 34 cos(t) dt = [sin(t)]{ﬁ,l =sin(z) + 1
2

und H(w) := fylg g(lt) dt = flw 1 dt = [In(t)]¥ = In(w).

Es soll H(y(z)) = F(z) sein, also ln(y(:v)) = sin(z) + 1 und somit

sin(z)+1

y(z) = e

Alternativ kann diese Differentialgleichung auch als homogene lineare Differentialgleichung er-

ster Ordnung von der Form y/(z) = a(z) - y angesehen werden.
Es ist a(x) = cos(z).
)

Diesenfalls bilden wir A(x) := [ a(t)dt = [3, cos(t) dt = [sin(¢)]%. = sin(z) + 1.
2 2

Wir erhalten
A(x)

sin(z)+1

y(x) = e yy = e

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
y" + 2ay’ + by = c(x)

mit a = —1, b=1und ¢(x) =z + 3.

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung u(z) der zugehorigen homogenen Differential-

gleichung v” — 2u’ +u = 0.
Es ist a®> = 1 = b. Somit ist jede Losung von der Form
u(x) = e*(r + sz)
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wobei 1, s € R.

Um alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, gentigt es, eine Losung ()
zu finden und dann die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung zu

addieren.

Es ist ¢(z) = x + 3 ein Polynom von Grad 1. Daher machen wir den Ansatz
g(x) =1z + co

mit ¢y, cg € R.

Wir bestimmen ¢; und ¢y, indem wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung
J' =20y = o +3

einsetzen.

Esist § =c¢; und 3" = 0.

Nun soll # + 3 = " =20 + 5= —2c1 + (c12 + ¢o) sein.
Koeffizientenvergleich ergibt die Gleichungen 3 = —2¢; + ¢p und 1 = ¢;.
Nun folgt ¢; = 1 und ¢y = 5.

Somit ist §(x) = x + 5.

Das heifit, jede Losung von y” — 2y' + y = x + 3 ist von der Form

A

y(x) = ule) + §x) = & (r + s2) + 2+ 5

mit r, s € R.
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Aufgabe 8 (24141 Punkte)

1
(a) Bestimmen Sie a,b € R mit S =a+bi: a= 3 , b= 4
(2+1) 25 25
L= (L i)n
(b) Berechnen Sie: 5 — = —e
n=0

(c) Sei die reelle Folge (z,)n>0 definiert durch z,,1; = 2z, + 1 und zy = 0. Bestimmen Sie z,, in

nicht-rekursiver Form: z,, = -1+ 2"

Aufgabe 9 (241 Punkte) Sei f: R — R:z+ f(z):=z® Sei g := 1.

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(z) von f(z) um zp = 1 von Ordnung 2.

Ty(z) = 1+3(x—1)+3(x—1)?

(b) Geben Sie das Restglied Ry(z) an, fir welches f(z) = Ta(x) + Ro(x) gilt fiir # € R. Hierbei soll
das Restglied als Integral stehenbleiben.

Ry(z) = 3 [ (x—t)*de

Aufgabe 10 (3 Punkte)
1 01

Sei A := 0 2 1 € R3*3, Bestimmen Sie die zu A inverse Matrix:

011

o o

S

|

_ =
[

N =N
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1 -1 0 -1 2
Aufgabe 11 (142 Punkte) Seien A := (2 - 0) € R¥* und b := <1> € R**1,

(a) Formen Sie (A|b) so um, dass A in Zeilenstufenform kommt:

1 -1 0 —-1| 2
o o 1 2]-3

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge von Az = b:

2 1 1
{r eR¥™ Ax =0} = {(_g) + A (;) + Ao - (_g) :Al,AQER}
0 0 1

Aufgabe 12 (14141+1 Punkte)
2 0 1

Sei s € Ry ein Parameter. Seien a = (2), by = (s) und ¢ = (2) aus R3*1L,
1 0 2

(a) Berechnen Sie den Cosinus des von bs und ¢ eingeschlossenen Winkels ¢.

(@]
o
n
—~
©
~
I
wnN

(b) Berechnen Sie:

(¢) Berechnen Sie den Fliacheninhalt des von bs und ¢ aufgespannten Parallelogramms in Abhéngig-

keit von s € Ry :

sv/5

(d) Bestimmen Sie s € Ry so, dass das Volumen des von a, bs; und ¢ aufgespannten Parallelepipeds

gleich 1 ist.
s = 3
Aufgabe 13 (2 Punkte)
Bestimmen Sie a,b € R mit 8sin(z)?cos(x) = acos(x) + bcos(3x) fiir x € R.
a = 2 b = —2
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