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Aufgabe 1 [Schriftliche Aufgabe (4 Punkte)]

a) Gegeben seien der Vektorraum R?® mit der kanonischen Basis £ und der Basis
B = {bl,b27b3} mit b1 = (]_,17 1)T, bQ = (1,0,1)T und bg = (1,—1,0)T sowie der
Vektorraum R? mit der kanonischen Basis £ und der Basis C' = {c1, co} mit ¢; =
(2,0)7 und ¢y = (0,1)T. Der Vektor x € R? besitze beziiglich £ die Koordinaten
(2,1,4)T. Sei L : R® — R? die lineare Abbildung, die beziiglich der kanonischen
Basen &, und &3 durch die Matrix
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beschrieben wird. Bestimmen Sie die Koordinatendarstellung von Lz beziiglich der
kanonischen Basis & und die Matrixdarstellung MS’B.

b) Seien V und W Vektorrdume, L : V — W eine lineare Abbildung und U ein
Untervektorraum von V. Zeigen Sie, dass L(U) ein Untervektorraum von W ist.

Bemerkung: (.,.,.)7 =

Aufgabe 2 (Invertierbarkeit von Matrizen)
Gegeben seien die Matrizen

1 2 1 2 1 1 -1 «Q
A= 2 1 , B= 2 4 2 und C, = 2 Q -1
1 0 1 0 4 -1 1 1

i) Bestimmen Sie den Rang von A, B und C,, (in Abhéngigkeit von «).

ii) Welche der Matrizen M € {A, B,C,} sind (in Abhéngigkeit von «) invertierbar?
Geben Sie gegebenenfalls M ! und (M?)~! an.

Bitte wenden!
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Aufgabe 3 (Lineare Abbildungen und Matrizen)

Gegeben sei der Vektorraum R mit der kanonischen Basis 5 und der Basis B = {by, by, b3}
mit by = (2,0,1)7, by = (1,0, 1) und b3 = (0,1,2)T. Die lineare Abbildung L : R® — R?
sei gegeben durch

Al QZEQ + 3ZE3
L ) = T1 — T2
T3 31’1 + 41’2 — 2.’13‘3

i) Bestimmen Sie die Matrixdarstellungen Mf3’g3 und MPP.

ii) Stellen Sie L(2b; — 3b3) beziiglich der kanonischen Basis &; dar.
Aufgabe 4 (Dimensionsformel)

a) Die Matrixdarstellung der linearen Abbildung L : R* — R3 beziiglich der kanoni-
schen Basis im R3 sei gegeben durch die ” Telefonmatrix”
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Geben Sie eine Basis von Bild(L) an.

b) Seien V' und W endlichdimensionale Raume gleicher Dimension und L : V' — W
eine lineare Abbildung. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) L ist injektiv,
ii) L ist surjektiv,
iii) L ist bijektiv.

c) Sei V' der Vektorraum der reellen Polynome und L : V' — V gegeben durch

fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass L linear und injektiv ist, aber nicht surjektiv.
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